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Въ представленяомь 1778 г. ©.-Петербургекой Aga- 
деи Наукь мемуар подъ заглавіемъ Specimen trans- 
Jormationis singularis serierum *), Эйлеръ посрелетвомь 
дифференшальнаго уравневія 
dy 
da? 
которому удовлетворястъ рядъ 
Б 2(2--1)3(8-++ 1 
172+ к г. Р ds 
нынъ извбетный подь яменемь гипергеометрическаго, 
выводить одно такое преобразованіе ряда (2), при Ko- 
торохъ новый рядъ не перестаетъ имфть везхъ при- 
знаковъ ряда гипергеометрическаго. Этимь выводомъ 
положилъ Эйлеръ начало обширнымъ изелъдованіямъ 
свойствъ гипергеометрическаго ряда, на возможность 
и значевіе которыхъ указызаетъ онъ въ вышеүпомя- 
нутомъ трудБ своемъ, говоря: „Cum autem methodus, 
qua hanc egregiam transformationem sumus adepti, ma- 
xime sit obliqua et per ambages longas procedat, maxime 
optandum esset, ut alia methodus magis directa et natu- 
ralis detegeretur, quo utique in Апаузю haud contem- 
nendum incrementum inferretur. Fateor autem me hac- 
tenus іп hac investigatione frustra laborasse “.?) 


ым 


а 


m ` | | 
+—[ү—(а-— 31)24] 5 — aü =), ( i) 


(2) 


1 + 


t) Nova Acta Academiae Imperialis Petropolitanae. Tomus ХІІ (1801). 
2) рар. 63. 
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=й, х=. 


Десять л®тъ спустя поел® появлевія труда Эйлера, 
Гауссъ, въ мемуар Disquisitiones generales circa seriem 
ab 
Methodus nova integralium valores per approximationem 
inveniendi °), приступилъ къ болће подробной разработ- 
кБ свойствъ этого ряда, обозначивъ его символомъ 
<=, В, ү, х). Вторая часть перваго изъ поименован- 
ныхъ сочиневій Гаусса была въ первый разъ напеча- 
тава подъ редакшей Шеринга въ третьемъ том пол- 
наго собраюія его сочиненій, подъ заглавіемъь Deter- 
minatio seriei nostrae рег aequationem diferentialem se- 
cundi ordinis. Результаты, къ которымъ Гауссъ при- 
ходитъ въ этомъ трудф, были еще раньше опубликова- 
ны Куммеромъ въ обширномъ его сочинеши Ueber die 
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hy pergeometrische Reihe 1+ — + ete.°), въ которомъ 
i 


infinitam 1 + = x +... Pars prior '), а отчасти и въ 


авторъ задалея цБлью °) вывести связи между гиперге- 
ометрическими рядами съ разными четвертыми аргумен- 
гами. Выполневіе этой задачи посредетвомъ пріемовъ, 
употребленныхъ Куммеромъ, оказалось невозможнымъ; 
такъ напр. въ случа, гдЪ между аргументами х, ú ү 
предполагается одна только линейная связь. 


ант пуа т" = 0, (3) 


n, п”, т", цвлыя числа, Күммеръ получаетъ 288 ча- 
ствыхъ интеграловъ дифференщальнаго уравневія (1):), 
которые елБдовало-бы различнымъ образомъ связать 


a... 


') Commentationes societatis regiae scientiarum Gottingensis, vol. IK; 
Gauss Werke, Ш Band. 

° Commentationes etc., vol. Ш; Werke, Ш В. 

з} Journal fuer Mathematik von Crelle. ХУ Band. 

“) pag. 39. 

s) рар. 74. 


Кылара. 


между собой. Предлоложивши же, что эти три аргумея- 
та удовлетворяютъ двумъ такимъ услошямъ (3), а Tak- 
же, что ни одинъ изъ аргументовъ не остается произ- 
вольнымъ, Куммеръ даже не выводить числа интегра- 
ловъ дифференщальнаго уравненя (1) и ограничивает- 
ся лишь представленісмъ нфкоторыхъ изъ возможныхъ 
связей между ними °). Главная однакожь заслуга тру- 
да Куммера, заключается въ томъ, что, кром указа- 
вій на нЪкоторыя приложенія, онъ выводить 24 вида 
интеграловъ дифференщальнаго уравненія (1), при se- 
зависимыхъ другъ отъ друга аргументахъ а, Ви ү; во 
методъ выведевя этихъ интеграловъ, какъ авторъ от- 
части самъ сознаетъ °), недостаточно общъ, такъ что 
первымъ строгимъ ихъ выводомъ слфлуетъ считать TOTP. 
который данъ Якоби въ мемуар Untersuchungen ueber 
die Diferenzialgleichung der hypergeometrischen Reihe. 
Әтотъ мемуаръ, налечатанный посл смерти автора полъ 
редакшей Гейне, сначала въ LVI томБ журнала Вреля. 
а затБмъ въ третьемъ томф сочиненїй Якоби, заклю- 
чаеть еще указанія на замБчательныя свойства KO- 
нечныхъ гипергеометрическихъ рядовъ. 

Конечные ряды (2) представляютъ рацовпальныя фун- 
кши оть Z. Безконечными же рядами (2) для точекъ 
координатной плоскости перемвнной Z, находящихся 
внутри круга, описаннаго изъ точки 2=0 радіусомъ рав- 
нымъ единиц, могутъ быть представлены многія трав- 
сцендентныя функши. ИзелЪдуя свойства такихъ фун- 
кпій отъ Z, которыя для значеній Z, имфющихь MO- 
дуль меньше единипы, могутъ быть представлены TH- 
пергеометрическимъ рядомъ (2) и которыя, поэтому, 
могуть быть названы гипергеометрическими функшями 


') Abschnitt ТҮ. 
°) рар. 47. 


атс 


в обозначены символомъ /(2, Ё, ү, 2)—еслп ихъ не раз- 
сматривать въ разныхъ вЪтвахъ, какъ это дЪлаетъ Ри- 
маняъ ')—елфдуеть прежде всего опрелВлить, для ка- 
кихъ значенй перемфнной æ гипергеометрическая фув- 
кщя (z. В, y, Z) остается всегда конечною, сплошною 
и однозначною, и какъ вычислять ел значеня для TO- 
чекъ коордиватной плоскости перемфнной Z, лежащихъ 
внЪ круга сходимости ряда (2). Этимъ я занимаюсь въ 
первыхъ двухъ главахъ настоящей работы. Въ третьей 
представляю нъкоторыя примфры гипергсометрическихъ 
функщй. Въ двухъ же послЪднихъ занимаюсь разложе- 
ніемъ отвошевій гипергеометрическихъ функцій 


F(a м. yC, Z) 
и, ү 2 ' 


rab 9, у и Cabins числа, въ непрерывныя дроби, схо- 
дящіяся къ этимъ отношенїямъ для BCBXDL тЪхъ значений 
х, для которыхъ гипергсометрическія фувкщи, имЪющя 
х четвертымъ аргументомъ, остаются копечными, спло- 
шными и однозначными, и которыл не обращаютъ въ 
нуль функшю (2, В, ү, z). 


1) Abhandlungen der Koeniglichen Gsellschafi der Wissenschaften 
zu Goettingen, УП Band. 


$ 1. Частнымъ интеграломъ дифференщальнаго уравнензя 


в е [ree 8 ово, 0 
при произвольныхъ аргументахъ e, В и ү, является рядь 
В, @(х+1)8 (8-1) „, 
= 1.2.у(у-+1) á 
(9+1) (94-2)3(8--1)(8-2) (8-92) ея (2) 


123 1-1 e 
называемый гипергеометрическимъ рядомъ. 
Полагая въ уравнеши (1) 
gsm dZ АТ Даа. (3) 
изъ равенства нулю коеффищента гри ЖЫ получим 
(у—1)уА-нуу.4 = 0. 
Если принять 


А = 0, 
то изъ равенствъ нулю слђдующихъ коеффиціентовъ сл$до- 
вало-бы 


4, = А, = -: ` = 0, 


такъ, что остается принять или 


Л Е 


При первомъ значеніп для показателя у, изъ слдующихт 
коеффиціентовъ выводимъ 


ҮА, —‹ВА == 0, 
(ү--1)4,—(а--1)(8-+-1) 4, = 0. 
etc. 


На основан этихъ соотношенй, разложевіе (3) приметъ 


BI Kb 
e 1 0а 


гд'Б величина A есть постоянная ри Пока рядъ 
(2) есть сходящійся, выражевіе (4) представляетъ частный UH- 
тегралъ уравнения (1). При у==1—ү получаемъ другой част- 
ный интегралъ 


ا چ ی Я‏ — 
ور = Саа‏ 


1.202—7)(3--т) : 
рядъ котораго есть также гипергеометрическій. 
Изъ этого видимъ, что гипергеометрическїй рядъ (2) опре- 


дБляется дифференцїальнымъ уравненіемъ (1), которому удов- 
летворяеть, при үсловїи, что для значенія 2==20 им%ется 


е 
_ 98. 
T= ү 
8 2. Если въ ряду | 
ар... ©(х--1)8 (8-1) , ` я 
ее с (2) 


аргументамъ а или В даны значенія нуля или какого нибудь 
цБлаго отрицательнаго числа, которому не равно Y, то радь 
этот будетъ составленъ изъ конечнаго числа !— а или 1—В 
лервыхъ его членовъ и представляетъь ращональную функ- 
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тю. При а или [Û равныхъ цфлому отрицательпому числу 
—т, аргументь ү не можеть быть такимъ цфлымъ отрица- 
тельнымъ числомъ, численное значен1е котораго меньше M; 
во всБхъ остальныхъ случаяхъ аргументь ү не можетъ рав- 
вятся цБлому отрицательному числу. Въ случа, когда 
a=y=—m, или 8==ү==— т, TAB т цфлое положительное чи- 
сло, можемъ дать въ ряду (2) kakia нибудь значешя аргумен- 
тамъ а и ү или аргументамъ В и Y, такъ что вообще можемъ 
принять, что въ безконечныхъ гипергеометрическихъ рядахъ 
аргументь Y не равняется ни нулю, ни цлому отрицатель- 
ному числу. 

Если аргументы х и Û не равны ни нулю ни цБлому отри- 
цательному числу, то многія трансцендентныя функціи могутъ 
быть представлены посредствомъ безконечнаго ряда (2), пока 
онъ есть сходящійся. 

Такъ какъ въ ряду (2) отношеше (ж--1)-аго члена къ 


предыдущему есть 
—1\ 3—1 
(а==т—!)(8В--т—) рл (=-= “u JA (i+ =) 


m (у-т— 1) —1 


{—-—— 


Ж, 


и оно, ири безконечно возрастающемъ 72, приближается къ 
1.т, то рядъ этотъ для зпаченій перемЪнной Z, модуль KO- 
торыхъ больше единицы, есть расходящійся; для значеній 
же-—-меньше единицы, рядъ этоть будетъ сходящійся. 
Свойства ряда (2) подробн$е были въ первый разъ раз- 
сматриваемы Гауссомъ въ Disgquisitiones generales circa se- 
riem infinitam etc., и поэтому рядъ әтотъ носить также 
названіе Гауссоваго ряда °). Рядъ (2) Гауссомъ обозначенъ 
символомъ Ё(«,Зуү,л), при условіи, что роль аргументовъ въ 
ряду зависить отъ порядка, въ которомъ опи стоять въ сим- 
вол®; а такъ какъ рядъ (2) симметриченъ относительно ар- 


°) Гауссъ самъ вторую часть упомянутой работы озаглавиль: Deter- 
minatio seriei nostrae etc. 


= абу 


тументовъ а и В, то символы Г(х,8,ү,т) и F(B,z,y,z) npes- 
ставляютъ TOT? самый рядъ, такъ что тождественно 
O) == (u 
Изъ ряда (2) видно, что 


СА 
йт 


$ 3. Символу T(z, 8, ¥, 2) можемъ придать боле обшир- 
пое зпачеше, а именно зпачене той функции, которая для 
значеши перем®пной Z, имЪћющихъ модуль меньше единицы, 
представляется гипергеометрическимъ рядомъ 


= Е Е(2-+-1,8-+1,ү-1 2). (5) 


28 2(2+-1)2(3--1) , | 

pue салдо ДА йыбы ДИС ЕТ 2 

MEN LY kË 1.2ү(ү-+-1) (2) 

Эту функцио F(z, 3, Y,z) пазовемъ гипергеометрическою 
функщею. 


На оспованіи вышесказапнаго ($ 1), можемъ гипергеоме- 
трическую функціо F(x, 8, у, x) опредБлитъ дифференщаль- 
нымт уравпешемъ 


11 dı 
201 — х) a -,- [т — e+ م‎ + 2 — — аву = 0, (1) 


upa ycdaopiu, что для 2 = 0 


у == 1, 
а. 
а УК 


Чтобъ опредЪлить для какихъ зпаченій перем$нной z ra- 
пергеометрическая фупкщя (a, В, y, 2) остается копечною, 
сплошною и однозначною, *) займемся сперва выражешемъ 


*) Такъ какъ копечнымп рядами (2) представляются раціональныя 
функціп и такъ какъ въ безконечныхт рядахъ (2) можно принять, что аргу- 
ментъ Y не равплетсл ни нул, ни цћлому отрицательному числу (Š 2), то 
въ сл$дующей глав [rab опредБляется для какихъ значе перем$н- 
ной z, фуүнкдїп, удовлетворлющія уравпев!ю (1), остаются конечными, 
сплошными и однозпачными], примемъ, что аргумептъ Y HO равенъ ви 
нулю, ни Цфлому отрицательпому числу. 


толты, 


oómaro интеграла дифференціальпаго ураваенія (1), при ka- 
кихъ нибудь зпачевіяхъ аргументовъ х, В и у, посредством» 
двүхъ опредълевныхъ интеграловь *). 


$ 4. Въ ряду 


ah 


ү 


ы, У «(х—-1)...(%--т—1)8(3-1)...В-нт— 1) ул 
1.2...+гү(ү-ч-1)...(үч-®%—1) 


(®ч-1)—ый члепъ можетъ быть посредствомъ функщи (z) 
преобразовапъ елБдүющинъ образомъ 
. (хнт—1)3... (8+т—Т) m 
—< 
A H © M.Y. ° > (100—1) 


_ в...(®+т—1)Г(жшта-б) Гу) 4 

` 12...” Е) Гою+у 

9... (а+-жт—1)Г(ж--)г(ү— РВ _ „т 

ро m Tone) ГО) Гү)" 

х ..(2-20— 1) а S)" /) А m+ В—1 ‚т-—В-—1 

ше м с т? 1 (1—u du, 
ои T(8)L(y—5) 8 | 

Тү) а Е йи. 

Р-Я |, | J: 2359 


*) Дифференз!альное уравнеше (1) есть частпый случай разбираемаго 
Лїувилдемъ въ его труд: A/émoire sur еса де l'équation 


(menep) S (92 -+ 5“ — + sy = 0 


ù Разае de différentielles à Pindices quelconques. (Journal de Ресоїе po- 
lytech., XXI Cahier), но интегрироване уравнешя (1) по методу Ліувилла 
представллетъ дЪйствительныл выгоды только тогда, когда аргументы 
а п В, корни уравпенія 

(р + ры — ge + s= 0, 


суть дълыл числа. 


НИ e 


Но фупкція 
. (*=т—Т) 
1.2...т 
есть коеффиціентъ при z” въ разложении функція 
(1—21) 
по восходящимъ степенямъ произведенія ти; поэтому функщя 
(1—хи) “ 


есть производящая тБхъ функцій въ каждомъ ASD членовь 
второй части равенства 


аыр . (8--т—1) ym 
КЕ 200ү: т =т—1) 


(Үү) „6—1 ү—8—1 |, , 
=." О” [ 
га у =: са сы г” |, (1) 


которыя, будучи Кес при £”, зависять отъ M. 
Сл$довательно, такъ какъ 


і = Кт: абат 0 uy” (4-ги) °, 


TO 
1 + ав A- 
ү 
Г(у) 8—1 وو‎ —а ү 
= ГС. ТЕ), * (1—и)! (1—20) du. (2) 


Аргументь Y не равняется ни нулю, ни какому нибудь h- 
лому отрицательному числу; слБдовательно величина Г(ү) есть 
конечная величина. Что же касается чисель Ви ү—{, то 
изъ перваго члена суммы, находящейся во второй части ра- 
венства (1), 

ц 101 - шут? — и, 


ера =. 


сл&дуетъ, что величины В и ү—8 положительны, если omb 
вещественны, а если он комцлексны, то положительны ихъ 
вещественныя части. 

Если вещественная часть числа у—а— В положительна, то 


изь формулы (2) слБдуетъ, что 


рг 7 s I (y) [ "Be __„\T—B—a—1 
F(z, №» i? 1) ا‎ TONA Я и (1 и) аи 


ИЛИ 


__ ПСР) Гү —а— 38) 
F(x, В, ү, 1) = гууга) (3) 


Если вещественныя части чиселъ В и 1—6 не будутъ no- 
ложительны, но положигельны вещественныя части чиселъ 
хи үа, то, на основаніни симметричности гипергеометри- 
ческаго ряда относительно аргументовъ х и В, вм®ето pa- 
венства (2) можно вывести сл$дующее 


йе е ка 
1.ү 
ЕЗ (7) اسه‎ ув о 
=r” (1—u) (1—их) "du. (2°) 


Въ случа же, когда вещественныя части какъ чисель 
3 и ү—Й@, такъ n чисель а H ү—® не будуть положитель- 
ными, гипергеометрическій рядь не можеть быть по фор- 


мулБ (2) представлень въ видБ конечнаго интеграла. 
S 5. Интегралъ 
4 wasi — 
| 101—0)! 101 —ru) “du | (4) 


0 
иредетавляетъ сумму функцій OTB Z, изъ которыхъ каждая 


остается копечною, сплошною и однозначною во всей коор- 
динатной плоскости перемЪвной z, исключая прямой, соеди- 


1 
инющей ABB точки – и со, которыя, при различныхъ значе- 
4 


ніяхь показателя х, могутъ быть точками развЪтвлен1я иди 


ЗЕ 

разрыва azo функщи. Но такъ какъ и принимаетъ всВвоз- 
j 1 

можныя значепія отъ 0 до і, то „ принимаеть веЪвозмож- 


ныя значепія отъ 1 до co; елБдовательно, лин1я, соединяю- 
щая точку Í съ со представлаетъ геометрическое м®сто то- 
чекъ развфтвлетя пли разрыва вефхъ элементовъ интеграла 
(4), разсматриваемыхъ какъ функцш orb Z. Поэтому, umre- 
гралъ (4) есть функщя конечная, сплошная и однозначная во 
ве$хь точкахъ координатной плоскости перемЪнной Z. не ле- 
жащихъ на прямой +1... со. 


$ 6. Длл того чтобъ узнать, не удовлетворяетъ-ли интеграль 


Y = | ЕА (1 —zu) “du (5) 
уравнен!о 
(Гу у 
101—2) [y (2+2 + 1) g% — — «у = 0. (6) 


при другихъ зпаченіяхъ для а и b, чфмь 0 и 1, постунимъ 
єл®дүющимъ образом». 

При постоянныхь @ и b, изъ опредъленнаго интеграла (5) 
получаемъ 


В TESI 
dy ("w — м) у 
==) “А ја 1 05 
у ив si и)! В —– 1 
д. «e+ f ° چ‎ 4 du (3) 


E eG (9) 


т.-е. Bb выражен 


dU K Тай (iw) 
du — (1 — хит 


4 (24-1) 0 (1-и) 2] (10) 


[3 (1—и)(1— zu)—(y—B)u(1—u) 


R 7. ЕЯ 


общій множитель есть TOTE самый, что въ подъинтегральныхъ 
функціяхъ интеграловъ (5), (7) и (8); выраженіе же въ скоб- 
кахъ можетъ быть представлено такъ 

(1) (+ 1)u*— [у—(2+8--1)2]0(1—2и) 6 (1—2), (11) 
что вставляя въ (10) и интесгрируя, приходимъ, на основаніи 
(5), (7), (8) и (9), къ сл5дующему: 

у ' du 
x (1 67) e a (=e Bæ 1) 2]. — ау 


u= b 


== = Е — и)! Z (1 === п) | (12) 


и— а 

Изъ этого уравнешя заключаемъ, что зпаченя перемнной 

и, обращающія вторую его часть въ нуль (при соблюдеши Hb- 

которыхъ условїй для показателей), будуть пред®лами а ий, 

между которыми взятый интегралъ (5) удовлетворяетъ ура- 
внен1ю (6). 

Изъ выраженія 

ао (13) 

видно, что, кром извЪстныхь предфловъ Ой 1, обусловлен- 

пыхь положительностію вещественныхъ частей чиселъ Зи 

ү — В, предфлами интеграла (5) могутъ быть еще значенія 

1 
м == == со, ü ==, (44) 


если только показатели удовлетворяють нБкоторымъ усло- 


ВІЯМЪ. 
Степень функцій (13) относительно перем нной и есть 


y—a— l; слФдовательно, при такихь показателяхъ X MY, при 
которыхъ вещественная часть числа 
«-+1— {ү 


положительна, выражеше (13) обращается въ нуль для зна- 


qEHig 
== == со, 


и это звазеніе можеть быть предБломъ интеграла (5). 


EE 


Чтобъ найти условіе, при которомь для одвого изъ пре- 
дВловъ интеграла (5) можно взять 


8—1 ү— 8—1 —@ 
V. = u (1—u) (1—ux) du, 


rAB перемБнная, по которой сл$дуетъ брать производныя, 
входить въ одинъ изь предЪловъ интеграла. Тогда полу- 
ЧИМЪ 


ПЫТА M 
< (1—2) Е (rg 71] =? س‎ ay, = —(y—8— i) 


aê (ие) 01 (0—6) at ааа) ал) 2145). 


Сл$довательно, если а есть одна изъ т$хъ вышеупомяну- 
тыхь величинъ, для которыхъ выражене (13) обращается въ 
нуль, то вторая часть уравнелія (15), для ‹==4, будетъ ну- 
лемъ, если только вещественная часть числа 1 — а будетъ по- 
ложительною. Тогда однимъ изъ предЪловъ интеграла (5), 


1 
удовлетворяющаго уравненію (6), будетъ =. 
Изъ всего сказаннаго слЪдуетъ, что опредБленный инте- 


граль (5) удовлетворяеть уравненію (6), если для пред ловъ 
его брать величины 


1 
0, 1, == со,-, 


при үсдовїи, что вещественныя части соотвЪтествүющихъ UMD 
чиселъ 
Вт 3,9-4 1—1 —@ 


положительны. 


$ 7. Величины 


0, 1, = бо, - 


можемъ такъ распред'лить между предћлами 


ПИЛ, 
а, и 0, 
иптеграловъ 
0 
u ВЕ р —a 
| u (1—u) (1— zu) dau, 
At 
(16) 
эр 


| и Е =) Ади) “Чи, 


./ 2 


чтобъ числа а, и b, были оба больше или оба меньше чи- 
сель @ и b. Такимъ образомъ получимъ три селБдующи pac- 
предЪлен1я предфловь 


для а, ид, для G, и D,, 
1 
I PAES. О ий, — И + бо; 
7 
1 
I. © US, 1a =; 
Л; 
1 
Ш 0 п-, 1и +оо. 


Изъ этой схемы можемь заключить, что такъ какъ, при рас- 
1 
пред5$ленїп предЁБловъ І, величина = лежить BHB предБловъ 


отъ 0 до 1, то зпаченія І для предБловъ интеграловъ (16) 

соотвБтетву:отъ случаю, когда отыскивается интегралъ для 

1< +1, и тогда во второмъ питегралБ елБдүетъ брать для 

одпого изъ предЪловъ -+-со пли —– со, соотв Бтетвенто HOJO- 

жительности или отрицательпости z. Гаспредвленіс предф- 
2 


же EES 


‚ ловъ Ш отпоситея къ >-1 и къ х< 0. Распредћленіе же 
предфловъ П примБнимо къ х>0, какъ больше такъ и мень- 
ше единицы. СлВдовательно для каждаго вещественнаго зна- 
ченія Z возможны два изъ этихь распредВлевій. 


Велрдствіе этого, если въ интеграл 


0 
ÀN И 
| 1 8—1 (1-4) И u) и, (17) 
J ау 

одпомъ изъ интеграловъ (16), траекторія интегрированія есть 


прямая 0 ,...0,, то на ней не находятся точки а, H b, ‚пре- 


aban другаго изъ интеграловъ (16), которые могутъ быть 
точками разрыва или развЪтвленія интеграла (17). 

Tag какъ на координатной плоскости перемфнной z, KOM- 
лекеныя значетя V находятся вн прямой, соединяющей ka- 
kia нибудь два изт, предћловъ 0, 1 и == со, то опред5ленные 
интегралы, посредствомъ которыхъ представляемъ общій HH- 
тограль для значеши 2, паходящихся pub оси абецисеъ, MO- 
гуть не относится къ значенямъ Z, лежащимь на оси абс- 
циссъ. Но интегралы, имБющіе смыслъ для вещественныхь 
значенй перемЗнной Z, не терятотъ его для ея комплексных 
значеній. Поэтому слЪдуетъ во ве%хъ случаяхь, представ- 
ленпыхъ аргументами 7, и Y, вывести два разныя опред®%- 
ленные интегралы, относяшеся къ вещественнымъ значешямь 
перемЪпной z. КромБ того, такъ какь интегралы, относящ- 
еся къ отрицательнымъ значевнаямъ V, могутъ быть представ- 
лены иптегралами распред5лешй Ги Ш, т.-е. интегралами 
относящимися къ 2< 1 и ®>з-1‚ то, составивъ два инте- 
грала, относящіеся къ значеніямъ LL +Å, и два къ значеніямъ 
%`>-н1, посредствомь двухъ разныхъ изъ этихъ интеграловъ 
и не принадлежащихъь къ распредБленью II можемъ 
представить общій интегралъ для значеши ж< 0. ВелБдетве 
сего, остается опред$лить общій интеграль для положитель- 
ныхъ вещественныхъ зпаченій перемБнпой Z, съ тЪмъ усло- 
р1емъ, чтобъ въ числ} четырехъ нитегразовъ (двумя изъ KO- 
торыхь предетавленъ общий интеграль для 2< +1, и двумя 


E: ea 


для т> +1!) находились два разные интеграла, имБющіе 
смыслъ для отрицательныхъ значеній перем$нной z. 


$ 8. Шесть интеграловъ (17) суть 


|: | u) (—u) (1 жи) бам, 


(==) ео 
т | и! о —хи) “du, 


ве 


{5% | и 1—) еш (1 —xu) “du, 


1 (17) 
ПЕ | uf ET = {— ти) “du, 


ШО | AD ТҮ бу Uu, 


+ 
ПГ... | п 01и) Ки) “ди; 
4 


каждый изъ нихъ теряеть смыслъ, если не исполнены усло- 
вія, требуемыя его предфлами. 


Эти интегралы можемъ такъ преобразовать, чтобъ пред®- 
лами каждаго изъ нихъ явились числа 0 и 1. 


Рут b 1 
Въ интеграл Г, имющимъ смыслъ при положительнымъ 
вещественныхь частяхь чисель 


х1— ти 1 — о, 


положим 


тогда, для 27>0 


з оС 


+ сою 
| и U вы ТЯ —xu) “ам, 


1 
= — м 1 r 0 1а, 
0 


а для хх 0 


| е аму вому du 


1 
—=— xz j йш s m =s у 
./ 0 
Въ полученномъ интеграл 


1 
1 — — 61 
Г т И! о] 2 “Q о) 1 (18) 
. 0 

подъинтегральная фупкція составлена изъ степеней такихъ 
самыхь множителей, kakr въ интеграл Г”; сл довалтельно, 
этотъ интеграль представляетъ, посл умноженія на HBKOTO- 


рую постоянную, сумму ряда 


l д 88 и О 


и для вебхъ значеній перемБнной Z, не лежащихъ на пря- 
мой проведенной изъ точки О въ безконечность, есть функ- 
ція конечная, сплошная и однозначная. 

Интегралы П, 


аш» EN) 
и. | u 11-0) 1 gru) “du, 


1 
п.) ш иу P — уи) “и, 


{ 


имБюшіе емыслъ, первый при положительныхъ веществен- 
ныхъ частяхъ чиселъ 


CET = 
Bua % + — y, 

а второй, 
р И е 


могутъ быть, посредствомъ подетановокъ 


приведены къ иптеграламт 


1 0 
Ш “| ТИЕ о): (1 ШЕ... = ر‎ ш dv, 


= E 
l s O -a| и (1 a E —- 2—- Эа 
0 ‹ 


Умноженвые на нБкоторую постоянную, эти натегралы пред- 
ставляютъ сумму рядовъ 


/ гу? 
= — 1 
ЖКО шу; F [ IE 1 s о 243+ ===), ч ! 


N QÇ 
(19) 
I. онд Т шр. r( м 
... {2 а жан X, Z, | 1 —-@, В, т): 
Быражеше 
к £t. 
Jle 


слБдовательно, такъ какъ значетямь V оть 0 до 1 соотв®т- 
ствуютъ спаченія Z orb О до — œ, то интеграль I“ есть 
конечный, силошной и однозначный для веЪхь значений пе- 
- рем$нной x, не лежащихь на прямой 0... — со, интегралъь 
же Ц? — на upamo -+ 1... — сә 


ыз ОО м. 


Подобнымъ образомъ, интегралы Ш, 
| 
ШЖ | ий ` = MEI 104 —zu) “du, 


0 


| и? “ү =—1(4——хи) du, 


1 


имфюще смыслъ, первый, при положительныхъ веществен- 
ныхъ частяхъ чиселъ 


Зи 1—2, 
второй — 


Y — и 2+1 


`, 
|? 


приводятся, помощію подстаповокъ 


къ интеграламь 


1 
Jl `. 20| ав) ( = 0 J" Ê dn, 
уг) 


(20) 
Па“ || и" ( = 0), 
могуть быть представлены рядами 
Ш“... 2—8 (нь 8, B+ 1—a, _), 
(20 


Il’... ЖО F(a, а 1—ү, а4-1— В, 1), 


и остаются конечными, сплошными и однозначными, Ш“ 
для всБхъ значеній перемфнной z, не лежащихъ на прямой 
0...-+ оо, интеграль же ПІ? — для веБхъ значеній, не ле- 
жащихъ на прямой 0... + 1. 


кы; = 


Изъ этого видимъ, что вс® шесть интеграловъ (17’) суть 
конечныя, сплошныя и однозначныя функщи перемћнной z, 
для всЪхъ точекь ея координатной плоскости, не лежашихъ 
на оси абсциссъ. 

ПримБнимость этихъ интеграловь (17’) обусловлена поло- 
жительностью вещественныхъ частей чиселъ 


, 2 P - 
B, 1—0, 4l — y, 1—х. 


Прежде однакожь, ч$мь мы приступимъ къ раземотрен1ю 
всБхъ могущихь здесь представиться случаевъ, займемся paz- 
ложенісм» этихь ниитеграловь въ таке ряды, чтобъ они, пред- 
ставляя интегралы разныхъ расиред$лешй пред Бловъ, для зна- 
ченій т, взятыхь въ иЪкоторыхъ предЪлахъ, одновременно 
сходились. Сравнипая такія разложешя, можно заключить, что 
интегралы (17°) представляють разныя рёшешя дифференці- 
альнаго уравневия (6). 
S 9. Если къ интегралу 


а 
8— —8— — 9 
у = | E Рф — ж) и, (21) 
0 
прим®нимъ подстановки 
1—0 
16 = ——. 
1—01 
- [ 
4 = = 
| Z Por? | 
u = 1—2, 


то предБлы останутся Ò и 1, интеграль же приметь виды 


= [! 205 | 0—2 ау (тои) "Ч, 


1e ас >к ВУ 77 2y | 
y = را‎ | (а „у“, (оз 


e. ШЕШ 
Каждый изъ этихъ иптегралозъ, умноженный на величину 
(ү) 
А, › 
1 (3)! (7 EE B) 
можеть быть, по формул% (2), предетавленъ гипергеометри- 
ческимь рядомъ. Mss сравненя этихъ разложеній, получаемь 


слБдуюния три Эйлеровы формулы пребразованій гипергео- 
метрическаго ряда 


Е(х,8,ү,®)==(1— 2)" t Е (у 70 ыа а |) 


F(a,B,y,z) = (14 — ж)" (ау _ = ا‎ ) | (24) 


R ү, 
ал) = (1а) о) 


послфднее преобразованіе можетъ быть прямо изъ предыду- 
щаго выведено на основан свойства 
И 2 a سس‎ д ^/ 
(5,5, 2) = E 


ПримЪняя подстановки (22) къ пптеграламъ (18), (19) и 
(20), или преобразовывая ряды (18'), (19') и (20') по фор- 
муламъ (24), получимъ для каждаго изъ интеграловь (17’) 
четыре разложевія: 


„Е (,Вуу,т) (25) 


2... (1—0) “-®(ү—х,ү bya), 


—@тл Л; 
Э (1 1) “F С a В, 24), 


2 N 
4... (1 — z) a Y — *, Y, WE т} 


') Specimen transformationis singularis serierum. р. 62. 
*) Cp. Куммеръ Bb журнал Креля, XV томь, стр. 35 и 54. 


р. 


ә, 


© 


4... 


Ш. 


р 


фә 


н 


ЩОБ نے‎ 


Е I ра 12—12) 


= ШТ (1 = 2)" Р (1 ==; = б, ‚= ү» £), 


= y—u—l ул u 
„£ (1 — zz) F (° + 1 — y, 1—8, т} 


y ЕА] | т А 
ата аё В 62 р) 


„@ с (=, х-н 1 — Y, яв 1 — v, == -) 

а an B+ 1— y, 2+ BË + 1 — v, =}, 

„Р(х, B, x + B — 1 _ y, 4 — 2). 

=: ж (a 1—5, 0+1 =y, a BË + 1 — vy, 1 — 2); 
„ш (= 2)" PF (=a, 1—2, y—-1 ~- a— b, = ; 
* т л 6,2—), 


ра ув, yas, 1—г), 


I Ио В 


РИ (8 B +- 1 — 57 B кен 22 2), 


т р 1 


x 1 
.. (1 — 2) Pp (8. 8-16) 


эзе жш АЕ (841—7 1—2, 2--1—2, | J) 


1—2 


жос 


1} 


/ 


IMT TIR Ç a+ Í — Y, % + —%). 
=y т—«— үт 9 , 1 
8 (1 — 7) F(1i—5 891—642), 
ا‎ ш (а y— В, а + 1 — >). 


4..5 e E ° 2 (ава x :)5. 


= 
Әти 24 ряда, удовлетворлющіе дифференціальному ypas- 
нен1ю 


d | ⁄ [ 
(1—х)- + w |Zo 0, (0) 


выведены были въ первый разъ Куммеромъ. 

Изъ этихь рядовь видимъ, что всегда какіе нибудь два 
изъ интеграловъ (17') могутъ быть представлены посред- 
ствомь такихъ рядовъ, котооые одновременно сходятся для 
значеній перемЗнной Z, соотв$тствующихъ точкамъ H'BKOTO- 
рой части плоскости перемЪнной = °). Въ такихъ рядахь 
коеффиціенты при различныхъ степеняхь перем$нной x не 
могүтъ быть выведены изь коеффиціентовъ при тЪхъ же Ca- 
мыхь степеняхъ Z Bb другомъ ряду чрезь умножене на Ty- 
же самую величину; слБдовательно, умножая одинъ изъ ше- 
сти интеграловь (17') на какую нибудь постоянную, нельзя 
получить другой, и эти интегралы (17) слБдуеть считать 


1) Въ мемуар Якоби ве исправлена опечатка: въ интегралахь 4) 
| 1 1 
классовь ПІ и IV должно быть To вместо Е (Crelle, pag. 153; Werke, 


1 
рар. 101). 

2) Слдуеть еще зам®тить, что для какого нибудь значенїл перемъЪн- 
ной 4, 12 изъ рядовъ (25) сходятся, 12-же расходятся, и что н®тъни 
одного значенія перемЁнной <æ, при которомъ-бы сходились три изъ 
рядовъ (25), изъ которыхъ каждый представлялъ-бы интеграль, прина- 
длежащій другому распред$лен!ю пред$ловъ. 


= ота 


разными интегралами дифференщальнаго уравненія (6). Io- 
этому, если аргументы 2, 8 и ү удовлетворяютъ условямъ, 
пеобходимымъ для того, чтобъ два изъ этихъ шести инте · 
граловъ, 4 и В, имли смыслъ, то при тБхъ значеніяхъ 
перемфнной 2, для которыхъ они остаются конечными, COJO- 
шными и однозначными, общій интегралъ уравненая (6) бу- 
детъ 


C, AC, 4,, (26) 
rab С, и С, суть постоянныя HUTErpupoBanls. 


$ 10. Условїя, при которыхъ эти интегралы им%ютъ 
смыелъ, зависять оть положительности вещественныхъ ча- 
стей чиселъ 


вещественныя части чиселъ х, 3 MY обозначимъ Ay, 8, и Yo 


Такъ какъ первая часть уравненія (6) есть симметриче- 
ская функція относительно аргументовъ х и Û, то тотъ изъ 
этихъ аргументовъ, вещественная часть котораго больше, 
можемь назвать 8, такъ что въ этомъ Š и въ Š 12 прини- 
маемъ что х, не больше В,. Такимъ образомъ, мы upare- 
демъ число всЪхь возможныхъ случаевъ къ слБдующимъ де- 
BATH. 


1°. В >0,y, — 8o >60) м 


Изъ первыхь двухь неравенствь слБдуетъ, что исполнены 
условя для предБловъ 0 и 1. Услов1я же для остальныхъ 
предфловъ, т. е. 


-+—1—\ү„;>0 и 1-۹ 0ح‎ (27) 


будуть соблюдены въ этомъ случаБ только для значеній 
—1< x -+-1. а слБдовательно и 0<2,<ү,<1+-х,<2. Cab- 
довательно условія (27) не виполпены для вс$хъ возможныхъ 
въ разбираемомъ случа значеній аргументовъ л, З и т, такъ что 


лор» ы 


вообще возможны только предблы 0 и 1. Велб5дстве же 
того, что Eb настоящемъ случаБ можно взять интегралъ 


b 
| i и 01м) 101 ан) 7и (17) 
eJ GÀ 


только въ предБлахъ 0 и 1, то изь шести интеграловъ (17°) 
можеть быть примфненъ только интегралъ Г*, не относя- 
щійся къ значепямъ >1. 


ор - Е 5 
2.2.2 0, Y; ولح ما‎ %< б, Y| —% >м. 
Әл%сь кромБ үсловій для предБловъ O н 1 исполнено п 


1 
үслор1іе для предфла > 
Р) 


= O 


для BCBXD въ этомь случаЪ возможныхъ зпачешй аргум ен- 
товь %, 3 иу. Соблюденія четвертаго условия, 


224-1 


Y| 20 


требовало-бы опять ограпичепія значепій этихь аргумен- 
товъ: O> >—1,0<3 < < 1-+-ж‚< 1. Придавая пред ламъ 


А 1 
интеграла (17) значелія 0, 1, = можно изь интеграловъ 
I” и Ш 


составить общій интеграль дифференцальнаго узавнешы 
(6), не относящійся къ значешямь 27>1, а изъ интеграловь 


П? и III 


—не относящійся къ зпаченіямъ < 1. 


3 80 2>0, Yo — 8,< 0,2, 2>0, о == БА 


E 


Если въ этомъ случа, BMBCTO того, чтобъ опредблять пре- 
дфлы для интеграла (17), будемъ искать предБлы для интег- 
рала 


ар а 
| т S orina du, 
у, 


то третье, четвертое и второе изъ предположенныхъ нера- 
венствъ показываютъ, что исполнены условія для предЪловъ 
0, Ти == со этого интеграла. Положительность веществен- 
ной части аргумента В, данная первымъ неравенствомъ, не 
дозволяетъ, для всбхъ возможныхъ въ этомъ случа значе- 
шй аргументовь ж, В и Y, взять для одного предЪла вели- 


1 гү Р Р” „ * «в 
а. Тахимъ ооразомъ, чтооъ составить ооши пате- 


граль, слфдуеть взять изъ интеграловъ (17) для z< инте- 
гралы 


для Z >l иитегралы 


а b 
J o sa hhi s 
(a) (м) 
ryb индексь (х) обозначаетъ. что въ иитегралахъ (17°) аргу- 
менты х и 3 перем щены. 
Помоцию подобнаго рода соображенй и для остальныхъь 
шести случаевъ, приходимъ къ результатамь, которые для 
всЪхъ девяти могуть быть сопоставлены такъ: 


| Ш 
| 


а 


j u Il I II Ш 


Е Пиш 
Сане E |. жаыа w 
а а a b 
Ни Ш 
(a) (z) (2) 
а Ке 
Юе 


Lal ОЛ 


(а) (а) (2) (а! 


Изъ этой таблицы видно, что въ случаяхъ 1, 4, 5, 7 и 9 
или не получается ни одного изъ интеграловъ (17'), или же 
получаются они въ числ, недостаточномъ для того, чтобъ 
помощїю ихъ можно было, для всЪхъ значешй перемЪнной z, 
составить общ интегралъ, вида (26), дифференщальнаго 
уравненія (6). Недостающие интегралы возможно будетъь вы- 
вести на основан! замЪченной Якоби связи между интегра- 


БЕ 012 
лами двухъ подобныхъ (6)-ому дифференщальныхъ уравнений, 
которая Е слЬдующею теоремою. 

5 11. Теорема І. Если 
у = (=) 


есть интегралъ дифференціальнаго уравненія 


—aby= 0 (6)‏ 12 .91 | -— س 
то‏ 
КЕ Г Ж. КЕ A t)dt (28)‏ 
будетъ интеграломъ дифференціальнаго уравненїл‏ 
Вх |&‏ —4—2+ +| 5 )101—2 
В) =0, (29)‏ —<()2— 5( — 


если а и D имїютъ значепія 0, 1, или == со и если 


E" | —#)° +В +1—Ү у f(t) \ b s 
e (л کمن‎ | =0. (30) 


Если вещественная часть числа 1—с положительна, то для 

одного предЪла интеграла (28) можно принять b=, предпо- 

лагая, что для другаго предБла a условіе (30) выполнено. 
Умпоживъ дифференщальное уравненіе (6) на 


= Ès 
qT кее Y, 
можемъ его представить LE такомъ вид 


ОЕ IV ВЕТ d а — д, 
х B £f 104 20) + В Е (у= т Ba +B+1 Y | 


+) 


*) Если н A то на основавін формулы (5) § 2 PAID 


—(1—)— 


+ ante д)“ +В-+1—1Е(а+1,В+ Y+ 1). 


Кот») = 


жый ую 


а сл5довательно интегралъ (28) можно представить такъ 


0.5 
"2а = d 4 (1 ра+В +1—97 р dt 
0122 = TE | (1—5) f (t) g УШ 


Интегрируя дважды по частямъ, получаемъ 


ива И и» "(ns FO | 
а z 
P (1—2) + a 
E TY EEN s к 
== | r: а г ). ОТА (51) 
Полагая 


можемъ въ поелбднем» интеграл выраяеюше 


(1—0) +1—7 


(32) 
ба)" 
представить въ ROAS 
Kaan ja pe 
— ы аа. Gal 
(1—и)° 
которое переходитъ въ выражене (9) при 
4 аа = -, ñ = 
Е ,q—a— =Y". (54) 


Вставляя значенїя (34) въ уравненіе (10), а затБмъ умножая 


его на (5 (= () и интегрируя, получимъ 


а [2 
2(1-—2) = (+= —ү—(2-+—-1—аж—)7 ——( —%— 8) 


' da 


ab ДАЙ “+Ë +1—Y 
d /t(1—t) WAP: 
= — 5 لس‎ -—-— жс”. ° ] É) dt. 
۴ х)! ) \ 


жыр» жє 


Везавивъ BL уравненіе (31) значепіе интеграла, получаемое 
изь послфдияго үравненїл, видимъ, что, если условіе (30) 
выполнено, дифференцїальному уравненію (29) бүдетъ удов- 
летворять интегралъ (28), что и сл®довало доказать. 


Предположивъ rp пнтегралЪ (28) 
hæt, 


и подставляя этоть интегралъ въ үравненїе (29) вм®сто г, 
подобно тому, какъ въ $ б, получимъ во второй части урав- 
ненія, подобнаго (15), кром$ члеповъ, зависящихъ отъ дру- 
raro предБла а, еще функцію, имфюшую множителемъ 


Em 


который для = = 1 обратптся въ нуль, если вещественная 
часть числа 1—5 положительва. 


Если 
РО) = (а,8,7,0) 


и выражене (32) при =0 обращается въ нуль, что обу- 
словлено положительностью веществепной части числа Y, то 
для этого предзла условіе (30) выполнено, такъ KAKS функціи 


[ | 
Е(о,8,ү,0) [т F (3,0 ) суть конечныя величины. 


{1—0 
Сл дстве. Если 
2==1(2) 
будетъ иптеграломъ дифференціальнаго уравиенія 


dz É Le de 
Al Fa" бекке ا‎ — 


dz 
= 50966500 (29) 


и если 


кэр — 
1—1 8س س و‎ т Р, ° | 
| = — (=F 2) —0, (35) 
то 


к-т 1 t + т—а@——1 
= | И کے‎ a (36) 


. а (2—2) 


будеть представлять интегралъ дифференціальнаго уравненія 
; у 2 | ду 
saagi] и (6) 


Теорема П. Если интеграль дифференціальнаго уравнен1я 
(29) есть конечный рялъ, а слБдовательно, если одинъ HSL 
аргументовъ с— или ç—Ü ряда 


1(с—а,с—8,5--1— ү), 


напр. 


(gm —, 


سے — 


ra% n цБлое число, такъ что 
г==[\х)==Е(—,а—п—,®4-1 —з— ү), (37) 


то интеграль дифференщальняго уравненїя (6) можетъ быть 
представлент интеграломъ 


та" Га 


„АЕ | 


КО пел — а-ә" а, (38) 


въ которомъ предфлами а и D могутъ быть величины 
0, 1, = сш 


обуслоглены только положительностью вещественныхъ частей 
чисель 


«ха-1—ү—,ү—3—,3,%-4-1—@. 


Чтобъ это доказать, представимъ рядъ (37) BB вид м-той 
производной. Изъ дифферентџальнаго уравненпя (6) получаемъ 


d*y d 
r(1— r)i t | +—-1—(- +8- + >z |Z —==(%-—1)(B—+1) т 
а затъмъ 
n-i à н, 
1{1— s. и "q: P -+n—] = ж. 
==(а-+—-—1)(# ИШ Жы ы 
g dr” T" 


Умноживъ это уравненіе на 
А ¿= 1 —_\®+Ё—Ү-„%- 1. 
представимъ его такъ 


d Dig (1 а) х-+-В 4-n—yY dy | 


dx dr" 


y+n—?2 B—y-n— = 
ар e, нр док 


АЛШ 
откуда 
d "[ їт+л—1 Вып" 
— I T (1—2 ==(24-9—1)}(8--т—1) 
| dx” : PER) 
q" | т+—2 “+B-++-n—Y—I! dq" ity 
TET v | 1—7) "Т =! 


Придарал 2 значенія 


n, n— l, И 


593) 9 


из послЕднаго уравненія получаемъ #4 такихъ уравненій, 
помощію которыхъ выводимъ 


n #7 / n 
d” а a+ B+n— d a| 


dr” ат” 


о+ y 


==2(%+-1)...(я+п—1)8 (В и = (1—2) ` 1). 


откуда, при 
у= (а, ү ,®), 


Ne E S a 
Нод ЕТ 
S =l: ойе). ла) |. 
Если 
a=—n, 
ro 
і" 1.2...п3...(8 +-п—1) 


aP (np ya) =i)" ; (39) 


ү...(ү+»—1) 
нставивъ это въ предыдущую формулу, получаемъ 


m al | а p: 


Е(—п.8 у x)= пФ)" (39а) 


° үз 


По этой формүул5,рядъ (37) можеть быть представленъ такъ 


= ру Та» 


к г сте ү) ат 


вставинь это въ интегралъ (56), получаемъ требуемое 


Б 
| ғ kawsa ES dt: 


Однимъ изъ предъловъ интеграла можетъ быть Б==х, при 
үслов1и 


1—< = 1—x +n >l; 


что же касается уеловія (35) для предБловъ 0, 1 и + со, то 
оно pb разбираемомъ случаЪ есть 


1 t Ж 
ые ы (ree | ==0. 


(=a ны а 


BQ; =‏ ا 


Ho такъ какъ f(t) есть цБлая функція я-0й степени, TO 
для предфловъь 0 и Í посл5днее условіе выполнено, если 
только 


EE r ERE: ый: 
x -Hl —y 0ح 1س‎ и Ya 2, №20); 


что же касается предфла d= + оо, то сл®дүетъ зам'®тить, 
что первая часть послБдняго равенства есть функція отъ £ 
степени —[, такъ, что въ случа? 


В, >0, 
однимъ изъ пред$ловъ интеграла (38) можеть быть +оо. 


СлБдетвіе Г. Если по этой теорем составимъ интегралъ 
дифференціальнаго уравненія, получаемаго изъ уравненія (6) 
чрезъ замЪненіе аргументовъ z, Ви y тремя первыми аргумен- 
тами гипергеометрическаго ряда котораго нибудь изъ инте- 
граловъ (25) ҳдифференціальнаго уравненія (6), то полученный 
интегралъ, посл умноженя на произведеніе множителей = 
я 1—2 въ надлежащихь степеняхъ, будеть интреграломъ 
дифференціальнаго уравнения (6). 


| А 1 
Напр. гипергеометрическій рядъ ғ(8,— 2,8--1—а, т =) 


интеграла Ш“ З, 


Ре 1 
(1—2) P(B yapti, r) 


удовлетворяеть дифференщальному уравнен!ю (40; 
Фу? | - A .. 
(1—2) (31—25 дн+ l)a үс БЕ ү—%) Ву 0), 


при 


ОлБдовательно, на основани предыдущаго слБдетвія, уравне- 
ню (40) удовлетворить интеграль 


а ЧЕ — 


Фф 
1" م‎ TE N" iz - 
| a lt" -@ l ыл | (ë= +» Y dt. 


а выраженіе 
фо J? i 1 
0—27] Zi ше a ("а (41) 


будеть интеграломъ уравненія (6). ПредБлы а и b могутъ 
им®ть зпаченія 


0571. ==. 65. š 
5 1—21 


при условіяхъ 
о а НГ Я 


Такимъ же образомъ, основываясь на гипергеометрическомъ 
рядБ интеграла П“1, находимъ, что выражение 


i Ыг r ~ s Р, س9‎ 
д“ | А РЕ. С - Л “qi (49) 
а t ыы 


представляеть тоже интеграль дифференціальнаго уравненія 
(6), ит. д. 


СлБдетвіе П. Если 


у = Қа) 
есть одинъ интеграль дифференщальнаго уравненля 


d? у 


„@ | 
z (1—1) q+ [y+] — 287—0 (6) 


п если, при значеняхъ 0, 1, и == со для предБловъ а и b, 


ү, a 8-4-1 — Y 
Е н юу 


(43) 


TO 


== 59. == 


7b Ee L E TA 


и)" е”). Ка (44) 


будеть другимъ интеграломъ этого дифференцїальнаго ypas- 
ненїя. 


Полагая въ уравнеми (29) и его интеграл (28) 


, 
=== 


—8=2', 


с Í — yv" 
е П П 2 


приводимъ уравненіе (29) къ уравнению 
4? 2 те dz a р 
ж(1—) ШР С [ү —(«'--8 -Є4)®]-—- — “B, = 0. (29) 
Въ интеграл® IP2 этого уравненія. 
а) а, 1—8',9—ү', 2), 
радъ 1(1—а,1—[8', 2—ү', х) будеть удовлетворять урав- 


ненію 


° >” 


Fi Е d'z , РТ AW da 
201—2) Tat [2—y —(3—а — В Jr] 9 
— (1—9)(1—8)2' = 0, (45) 
т. е. уравненю 
le’ 
10) 65, [1-8 kapa] 3 
— (1—5+2)(1—548)2' = 0. (45°) 


Обозначявъ 


{—с$--а—=*”, 
[—--==3”, 
„ 


1—с--ү==ү, 


0 2 


видизмь, что интеграль (28) дифференщальнаго уравнинія (29), 
умноженный на 


1—1", اچوا‎ 9" N- ас ал 
тї (1—2)! Р ү (1—х)° —«— | 


представить внтеграль дифференц:альнаго уравненія (45°). 
Полагая наконецъ с==1, уравнене (45”) приведемъ къ урав- 
ненію (6), однимъ интеграломъ котораго есть f(z), а apy- 
гимь произведене интеграла 


АБ 1—1 ксы 
{ 1—1) ! 
| ии me f (Dat 


Z 
на мнод:ителя 


ун Р, 


что и есть выражене (44). 

§ 12. На основаши теоремы И и ея перваго сл®дствїя, 
можемъ пополнить таблицу $ 10. 

Taub мы вид Бли, что 65 1-0м5 случањ недостаетъ одного 
интеграла при Z< l, н обоихъ при vl. Essu £< |, то Apy- 
гої интеграль можеть быть представленъ интеграломъ (41) 


b m | ч <. 
п, ШУ ж Пр CN ( usss &-+-%——* 
0—2)" | с Ë о |: t— — 2) dt. 


Что касается пред'Бловъ, то, такъ karb ү,—@‚ >Ü, однимъ 
изь предЪловь можемъ иринять со. Принимая же n доста- 
точно большимъ, чтобъ 


| = 9 == ЕМ) 


1 х 
мы можемъ для другаго пред$ла принять ПЕ СлЪдователь- 
7 


но, другимъ интеграломъ для 2< 1 будеть 
м Jn = ` 

(I— | ч | ӨЛ ЛҮ d ИЕ ы Абы] i. 

| 1 (Ш | Ке с 


КИ с Was 


предполагая 1— а, —^,-+ >0. Подставляя въ этомъ интеграл 


приводимъ его кь интегралу 


г 7 
| “= ы! ПЕ E 
(tU 


1 


Такъ какъ въ разбираемомъ случа® вещественная часть числа 
а положительна, то этотъ интегралъ есть функція конечная, 
сплошная и однозначная во вевхъ точкахь координатной 
плоскости перем$нной Z, не лежащихъ на прямой 0...—со. 


Для x >l, можно оба недостаюние интегралы вывести изъ 
интеграла (38), принимая пред$лами со и z: 


P kad. ®—'] Е п, — S‏ تد 


о q 8 
e |! 


потому, что въ этомъ случа 6, >0 и а, 20, а N, H n, MOR- 
HO придавать значенїя цБлыхъ чиселъ, достаточно большихъ, 
чтобъ 


{м я, >0, 1— p tn, 20. 
Поставивь въ этихъ интегралахъ 
t = z— (1—1), 


приводимъ ихъ Kb интеграламъ 


— E 


которыя остаются конечными, сплошными и однозначными 
для всБхъ точекъ плоскости перемфнной Z, не лежащихъ на 
прямой 0... ~ со. 


Bz 4-омз случаъ, при c<i, для другаго интеграла, помо- 
щію интеграла “1, найдемъ приведенное выше, (42), BH- 
ражеше A: 


— а 7— 2—1, = — Na — ë 
ا‎ | в - dt, 


x 


при # >e, — l; что касается условія для пред®ла co, 


[--2 и > 0, 


то оно соблюдено, такъ какъ въ настоящемь случа пред- 
положено Ya —&, <0. Этотъ интеграль подстановкою 


ра = 90 
ХЕТ 2 


можетъ быть приведенъ къ интегралу 


ы A [o + LEL 1 (۶ =. |. v “dv,‏ | ا 


остающемуся конечнымъ, єплошнымъ и однозначнымъ во 
BC BXD точкахъ плоскости перемфнной Z, не лежащихъ на 
прямой 0..-+ со. 


Для z>1, изъ интеграла (38) получаемъ 


ә а" B- a= W \n— ê 
| dF | {ЕТ (1—9) | ‚(—) "dt, 


при *>8,—1. Въ этомъ интеграл число ү,—®‚ отрица- 
тельно; примфнняя къ нему подстановку 


і — #5; 


приведемъ его къ интегралу 


ы дй. 


[отав]. ae, 
1 


который остается конечнымъ, сплошнымъ и однозначнымъ 
для вє®хъ точекъ координатной плоскости перем®нной v, не 
лежащихь на прямой 0... со. 


Bs 5-омь случаъ, для z< 1, помощю интеграловъ [24 и 
JII" можемъ вывести интегралы 


aat) 8 ka y]. СЕ Л i)" a, (46) 


х—1 


при >o —1, и 


2). [м | а-у * |. (= ыи, 


x 


при »>—(/—В,). Эти интегралы, первый посредствомъ 
подстановки 


E (1—0), 
== 
а второй — 
Z 1-—(жш— 1) 
2 


приводятся къ интеграламъ 
т. 2 1 —:)/—*—? 


| [р 2 š | )ر‎ | Un—P Tu, (46 ( 
Өе 


(1—2)"—“-Р 


о |a, 


0 


изъ которыхъ первый остастся конечнымъ, сплошнымъ и 
олнозначнымъ для веЪхь точекъ плоскости перем®нной x, 


НИН Е 
не лежащихъ на прямой +-1...—оо, второй же— для точекъ, 
не лежащихъ на прямой 0... + <. 


Для z>41, другой иятеграль можемъ представить интегра- 
ломь (46), только въ немъ, вм$ето пред$ла— со, примемъ 
<; посредствомъ той же самой подстановки 


т 
= (1—9), 


приведемъ его къ интегралу (46'). 


В» 7-омь случа, для z< 1, изъ интеграла I 1 получаемъ 


ое“ 


| "в Е =ë E Tes ia 
|: ` a |->) 


при ж->—0,; при помощи подетановки 


‚2—10 
L= —o m, 


T 


можемъ ƏTOTb интеграль привести къ интегралу 


a— > E a| @— т. =] + do, 


который будеть функщей конечной, сплошной и однознач- 
ной для всфхъ точекъ плоскости перемЗнной z, не лежащихъ 
на прямой --1...--со. 


Для ж>1‚ посредствомъ интеграла 1° 2 выводимъ 
= و‎ түше У е? — J... ЦИР 1 | 
ГА а= 8 dt": М | а—! )' | (Ф—) i 'dt, 


при n >—-6,; подставивъ здЪеь 
t=x( 1—1). 


проходнмъ къ иитегралу 


+— «o In | «— %- 
: J [a—) ME (1— 1 –)) | В р" +P—1qy 


который остается конечнымъ, сплошнымъ и однозначнымъ 
для веБхъ точекъ плоскости перем®$нной х, не лежащихъ на 
прямой 0...-+ со. 


Наконецъ, в 9-омь случа, для 2< 1, помощію интеграла 
Ш°4 получимъ 


qi 1 —\! —&—1 


‘оо ун в РГ 1 п 49—11 
8 | (1—4)! |.(e— r=) dt, 


при 2 > —4,; этотъ интеграль подстановкою 
1—0 
i= — 
1—2 
приводитея къ интегралу 


| — | Piy —ж) 7 |+, 


Jó. Ww 


зд" 


который представляеть функцїю конечную, сплошную и од- 
нозначную для всфхъ точекъ плоскости перемБнной =, не 
лежащихъ на прямой -+1...— оо. 


Для 27>1, изъ ивтеграловь [21 nI’ 1 получимъ 


(а) 
т! а" «—1 (1 В 1+%—®—1/] 
~i aef ta—1 (1—4) -P |. (t—xyi+ t, 
e 
at i ih | 
rig Е: 12—101 ве ‚ @—х)т+"—Ё—14], 


при 2 > —(Y,—,), которые посредствомъ подстановки 


АС — 
ё—=2--(1— г}, 


ириводятся КЪ инт егралауъ 


1-5 = 
T. (1—2) 
т ыы ды 
و1‎ E. 
1 (1—2 Š 


— co т B—1 —@& 
i са СЕ (1—0) | vin- —1du, 


остающимея конечными, сплошными и однозначными для 
всЬхъ точекъ плоскости перем®нной т, не лежащихъ на 
прямой 0... eo. 


$ 13. Изъ сказаннаго въ $$ 8, 10и12 слБдуетъ, что, при 
вс®хъ значеніяхъ аргументовъ х, 5 и ~, общ интегралъ 
дифференщальнаго үравненін 


можеть быть представленъ посредствомъ двүхъ опредфлен- 
ныхъ интеграловъ, изь которыхъ каждый есть функція KO- 
нечпая, сплошная и однозначная для веБхъ точекъ коорди- 
натной плоскости перемБнной т, не лежащихъ на оси абс- 
ЦИССЪ. 


Сл$довательно, если обратимъ вниманіе только на эти 
значенія. перем нной т, модуль которыхъ не меньше едини- 
цы, то каждая функція, удовлетворяющая дифференщальному 
үравненію (6), для значений перем$нной.х, не находящихся 
внутри круга, описаннаго изъ точки 2==0 радіүсомъ рав- 
нымъ единиц, есть функшя конечная, сплошная и однознач- 
ная для всфхъ точекъ. не лежащяхъ на прямыхъ -+-1...-н+ сс 
и —1...— 7. 


Ц. 


$ 14. Выведенныя въ $ 9 формулы 


Е (о, В, ү, 2) = (1—) F a, ү 521). 
(1) 
Fe, т, а) = (аар „” ) 


0—1 
получены были изъ сравненія опредфленныхъ интеграловъ, 
обусловленныхъ нБкоторыми предположевіями относительно 
аргументовъ а, Ви ү. Легко провЪрить правдивость этихъ 
формулъ и въ TOMB слүчаф, когда эти условія не исполнены. 

Функція 
у = F(a, В, y, ®), 
представляемая, для значепій X, модуль которыхъ меньше 
единицы, рядомъ 


2 


y =1-+- Га эй» ег, (2) 
удовлетворяеть уравненію 
žy 7) ау 
101—0) = + [у (0-6-1) 0) 50 айу == 0. (8) 
Положимъ 
r= ,س‎ (4) 
тогда үравненіе (5) приметь видъ 
у ¬ dy ! 
s(1 - = = (1—8) ] + (-8— 1)s] — — «у = 0: 


принимая же въ этомъ уравнен!! 
” 
у = (1—8) 2, (5) 


и раздфлиръ затБмъ его члены на (1 —«)"", получимъ 


— R 


р 2 | dz 
$(1 —8) = (1—5) [9 (--8——3т-—1)}3] T 
a- } 084-1 (у—2—3)8—ү] +23 ) z = 0. (6) 


Чтобъ веъ коеффищенты этого уравненія дЪлились на 1—5, 
т.-е. чтобъ оно могло бытъ приведено къ үравпенію такому, 
какъ (3), слфдуеть дать т такое зпаченіе, чтобъ коеффи- 
шентъ при = быль кратнымь величины 1—5; это будеть 
въ слүчаћ 

m= z, MES. 
Для перваго изъ этихъ значеній, уравненіе (6) приметъ видъ 


2 dz 
Вне — a(y— b) =0, 


d` 
s(1—s) == зоа, 


откуда видно, что этому уравпенію будетъ удовлетворять 
гипергеометрическая функція 


= F(«, E T, 8); 
для значеній $, модуль которыхь меньше единицы, она мо- 
жеть быть представлена сходящимся рядомъ 


2(у— 9 
2 == 1 4 ан А ... 
$T 
Сл®довательно, на основаши соотношеній (4) н (5), прихо- 
дпмъ кь первой изъ формулъ (1); другую получимъ при эл=={. 


6 15. Такь какъ рядъ 


— @ — | a(y—p) + 
ИЕ (1 ЕРИ x ⁄ 
(1—2) “z = (1—2) 1 4-52, еы 
а) 8001—81) (= Y: 
я 1. 2. ү(ү-+1) er (7) 
удовлетворястъ уравненїю (3) и 
|| == 1 
وک‎ 


d JN, _ ор 
Е (1—2) e| =—, 


о i 


SSA E 


то рялъ (7), пока рядъ 2 сходящійся, представляетъ гипер- 
геометрическую функцію F(a, В, y, z), ($ 3). Paso г есть 


i ИР 2. ] 
рядъ сходящійся для значемй перем Бнной x, OTL T= с 
ДО ж == — со; поэтому, гипергеометрическая функція /'(2,5,у,2х) 
есть функція конечная, сплошная и однозначная для вс®%хъ 


точекъ прямой — 1... — со. 


Сопоставляя это свойство функщи F(a, 5, ~, т) [которая, по 
опредБленію, для значеній Z, паходящихея внутри круга, Onu- 
саннаго изь точки % == 0 радіусомъ равнымъ единиц, пред- 
ставлясма сходящимся рядомъ (2)], съ высказаннымь въ $ 
13 свойствомъ всфхъ функц, удовлетворяющихь уравие- 
нію (3), можемъ заключить, что гипергеометрическая фулпк- 
цін F(a, 5, у, Z) остается копечпою, сплошною и одпозпач- 
ною во веъхъ точкахъ координатной плоскости перем'Ънной 
Z, не лежащихъ на прямой + 1...-н a. 


$ 16. Если въ гипергеометрическую функцію Ё(х, 3, ў, х) 
ветавимъ 


E SE RO 1۷12 
-= (EEN ET 


при условіи, что \/1— придаемъ такой знакъ, чтобъ V = 0 
ДлЯ 2 ==: 0, то значеніямь перемБнной Z, для которыхъ раз- 
сматриваемъ функцію F(a, 8, у, х), т.-е. всЪмъ точкамт плос- 
кости перемЪнной 7, не лежащимъ на прямой + 1... + со, 
будуть соотв тствовать значений перемЗнной v, находянияся 
внутри круга, описаннаго изь точки V = 0 радіусомь pab- 
нымъ единиц, и обратно. 


На основаніи доказаннаго ($ 15) свойста функщи /'(7,2,7,2), 
функція 
F(a, В, ү, 401-0) 3) (8) 
есть конечная, сплошная и однозначная для веБхъ значеній 
перемБниой v, модуль которыхъ меньше единицы. СлЪдова- 
4 


тельно, эта функція можетъ быть представлена сходящимся 
рядомъ 


1+ Cv + (С. 9*-+.. 


для значеній перемфнной v, соотв$тетвующихь BC Mb тБмъ 
значсніямь перем$нной Z, для которыхъ разсматриваемъ TH- 
пергеометрическую функцію F(x, В, у, 2). 
Если въ дифференціальномъ уравненіи 
d° Ady } 
#(1—: 1) 1-3 У (1—60) 7—00), (3) 
г? (t ' i 


которому үдорвлетворяетт. функція 


== (буря т), (9) 
ПӨЛОЖИМЪ 
_ 4% 
у 


то это ураннене примет видь 


dla 


А —4ж5(1—гр)у==0; (10) 


d*y 
0(1—0*)(1-- 0). £ (+ 


сл$доватвльно, при произвольных» аргументахь а, Ви v, 
функція (8) не есть гипергеометрическая функція, четвер- 
тымъ аргументомъ которой было-бы V. Если примемъ 


у—=(1--@) ©, (11) 


то уравнене (10) перейдетъ въ уравненіе 


2 


dav 6 daw 
0(1—0*) ЖГ -+ | ү —2(25—y) v-(y—4a—2 jv? | 


1 
— 2% [22—022 1—5). | 1є=—=0. (12) 


Вставляя въ это уравнеше, вместо w, разложене 


EEN й 2 ° „рот і IPR a ; 
ud, а UFO ia. t eq T 0Р0, (13) 


получимъ, такъ какъ 


[w] 1) ==" [y] bag: = 1 3 


слБдующія выраженія для коеффиціентовъ 


9. (95. 
q =1, @, aa ; 
i 
‚ч-1)(903—ү). (3—1 —^ 
о. a с лай А 137) 
ы 1 Y s 1 
__2(28—7)(24+р—1), x (22-р )(22+1—y+p) » 
fpr = apr Dp) PHE epp) P 
Изъ (9) и (11) сел$дуеть 
(а, Зав +0) 2) (1) w; (119 


такъ какъ первая часть этого соотпошенія есть функція KO- 
печпая, сплошпая и однозпачная для всЪхь значенш v, nmb- 
ющпхъ модуль меньше единицы, и такъ какъ, кром® того, 
для этихъ значеній 2, множитель (1-%)?” не обращается въ 
нуль, TO функція W есть конечная, сплошная и однозначная 
функція отъ V, для верхъ зпаченій ©, имБющихъ модуль мень- 
ше единицы. Слфдовательно, для веБхъ значеній 0, находя- 
щихся внутри круга, описаннаго изъ точки 9—0 радіусомъ 
равнымъ единиц, т -е. для всБхь значенїй Z, для которыхъ 
разсматриваемъ гипергеометрическую функцио F(a, 0,7), рядъ 
(13) есть сходанийся. 

Если аргументы хи 5, которые предполагались всегда HC- 
зависимыми, связаны соотношенемъ 


то уравнеше (12) принимаеть видъ 


Ok | dw КС: 
а ете р ү—(42-|-2—ү)0] Ет — 2a (244 1—7) 0), 
4* 


E E 
и рядъ (13) будетъ гппергеометрическимъ рядомъ 
Е(2Фх,9х-+1— үү). 


Сл®довательно, въ этомъ частномъ случа®, на основании (9) 
и (11), имвемъ 


F (в > ‚ү, 4 (1-9) ° (аьло) 


или, обозначивъ 2х и 2х-—-1—у чрезъ х и Û, 


F (z, B, » — B —+ 1, 0) 


\ 


; 1 
=+“ P >, 5 саи ‚2—81, 40014-0) *) 
/ 


$ 17. Гакимъ же образоиъ, какъ въ $ 14 мы доказали неза- 
висимость второй и третьей изъ формулъ (24) § 9 отъ уело- 
вій, предположенныхъ при ихъ вывод, можно доказать, что, 
при вс®хъ значеніяхь аргументовъ о, Ви y, ряды (25) Š 9 
үдовлетворяютъ дифференціальному уравненію 


@ е8, 


2 (1 — 2) ==  [у— (2 8+1] F — > — дву. (3) 


Bch эти ряды сходящіеся, пока модуль четвертаго аргумента 
меньше единицы. 


Взявъ два ряда (25) $ 9, 
4 и A,, 


представляющіе разные изъ интеграловъ (172) $ 7 и однов- 
ременно сходящіеся съ рядомь F(x, 0, ү, Z), имБемъ, при 
частныхъ значенілхъ для постоянныхъ иптегрированія С, и С,, 
слЬдующую связь 


Вр, A (14) 


Если зрезъ 4 обозначимъ одинъ HID рядовъ (25) $ 9, xo- 
торый не можетъ быть выведенъ ни изъ интеграла А, ни изъ 


n EP 


интеграла 4, посредствомъ преобразованїй Эйлера, и ко- 
торый одновременно сходится съ рядами А, и 4,, то опре- 
дБленіе соотношепій (14) будетъ частнымь случаемъ боле 
обширной задачи опредЂлевія вс$хъ возможныхъ соотношеній 


С: 4. ОТА (14) 


Однакожь, можно доказать, что соотношенїя (14) приводят- 
ся къ соотношеніямъ (14). 


Между различными комбинащами интеграловъ A, A, и 4, 
являются только два случал: или два изъ этихъ интеграловъ 
припадлежатъ одному распредБленію предЪловъ, или же эти 
три интегралы принадлежать различнымъ раепред'Бленїлмъ. 
По такъ какъ ни для одного значения перем®нной z не схо- 
длятся одновремВнно три интеграла, изь которыхъ каждый 
припадлежалъ-бы другому распред$ленио предЪловъ (Š 9), 
то поел®дн1й не возможенъ. 

[Пр. Куммеръ въ Š 11 мемуара Ucber die hypergeometri- 
sche Reihe etc. утверждаеть, что связи между рядами, при- 
надлежащими, по введенному здБеь раздБленію, къ распре- 
дрленіямъ предБловъ П и Ш, невозможны. Къ этому закло- 
чево привело Ќуммера то обстоятельство, что OUS, раздћ- 
ливъ 24 ряда (25) на шесть классовъ, принимаетъ предета- 
вителями ихъ TB изъ четырехъ видовь, которые одновре- 
мБнпо не сходятся, и ихъ только разесматриваетъ °). Bos- 
мемъ напр. интегралы “3, Ш“! и ПГ, 


) „ Nimmt man von jeder sechs Classen еіп beliebiges Integral. Als 
diese mögen angenommen werden die integrale 1. (1°1), 3. (1), 5. (153), 
7. (1153), 13. (III1°3) und 14. (HI°3). Ich bemerke ferner dass die Iute- 
grale 5. und 7. mit den Integralen 13. und 14. nicht zu Gleichungen 
verbunden werden können, weil die еіпеп allemal divergirende Reihe 
sind für die Werthe des æ, für welche dic andere convergiren, so lan- 
ge wenigstens z einen realen Werth hat. Es sind also nur noch aus је 
dreien der Integrale 1., 3., 5. und 7., und aus je dreien der Integrale 1., 3., 
13. und 14. die Gleichungen zu formiren.“ (раз. 55). Сл%дуеть eme 3a- 
мтить, что у Куммера въ формулахъ (24.) и (25.) этого $ должно быть 
д!—7 выфето (1—z)1-7 а также въ выражении для В, должно быть 
(«-В—9—1), а не П («+ В—у-н1). 


ч. = 


Ё(х,3,жч—0-4-1—у,1— ш), 


-®Е( B priy pra 2) 
2 |5) 


А CARN I 
п а (1—2) * | —ү—,-+—-1—,- |; 
| Р 


BCE эти ряды сходятся для значеній 1<2<2; елЪдователь- 
но, пекать связи (14) между ними вполиБ возможно |. 


Полагая въ интегралахъ (15) 


r r : <, сур‏ سے 
,بل اة 1—1==у,‏ 
приведемъ ихь къ слёдующимъ‏ 


Р(2,8,ү',), 


== д 1 
(1—4 л „ее, 
1—///° 


и 
р 1—7 (1—0) چا‎ Ри —38,х—\ү'--1,%-+- 5), 


т.-е. къ интеграламъ 121, 1123 и Ш?4. Подобнымъ образомь 
можемъ всегда тотъ случай, когда ищемъ связь между MH- 
тегралами распред%леній предъловъ П и Ш, привести къ Ta- 
кому, въ которомъ одно изъ двухъ распредъленій предъловъ 
есть распред%леніе І. 

Въ случа, если изъ трехь интеграловъ одинъ только 
принадлежитъ къ распред$леню Ги онъ есть одинъ изъ 
интеграловъ їе. напр. когда слЪдует» связать интегралы 


|= 
Ах F(a 1 = 1 E 


r 1—1 \ 


2 = F(a 


ia == А А n 2—1 
A, =r} ЕЕ 8 ЦС 1—8. ), 


и; 


— йа 


то можно принять 


P, 


; { — 
®ч-1—ү—*Х, 3--1—ү—=| ‚ 2—y=5 
и эти интегралы преобразовать такъ: 
Ж 1—5 Т D РР 
A=» '. К(« ل‎ 


T 


"1 а! >. 1—1 
л =, 2; ПСЕ ЕЕЕЭ 


1— , 
=> “A; 


єл'Бдовательпо, евязь 
А=0, Д,--©, А, 
представлена соотношентемт 
F(x p у z)=0, А-0, А,'. 

Такимь образомь вс® связи (14) между тремя инте- 
гралами 4, А, и А, приводятся къ связямь (14) между URTE- 
грала и ОШ E ү", 
П I°, Ш° n HIP. 

Связывая по формул (14) интегралы I°, I° и П, cab- 
ayers опредЪлить значешя постоянныхь С; и С,, при KOTO- 
рыхъ 


О Ея 
И5ъ предетавленнаго этою формулою соотношенія 


(оу) Оа Fay, y) 
+0, F (2,5,21 реа), (16) 


ШЕ WEN 


предполагая, что вощественныя части чисель 1—y и ү—@—8 
положительпы, получаемъ для =0 


1=0,Р(2,2,84-54-1—,1), 
а для | 
Е, 


откуда, на основами формулы (3) $ 4, 


үрк == р (Ж 


ау) 


О = ао з) 
А Тя e 


2 


а= Оч Fe 
(2—1)1(2)7() 

Эти значешя для С, и С, мы получили при 1—y, >09, 

„—%—8, >0; но можно доказать, что он вЗрны и въ 

остальпыхь елучаяхъ, представляя въ другихь видахъ инте- 

гралы входящіе во вторую часть соотношенія (16), такъ что 

вообще 


аа на ОЕА 
РВ аг) — 


(17) 
1(2—ү-+-1)1 13 – УЕ ца 
(2-3 үк (1—) 


—=- 


Формулы, относящіяся къ остальнымъ пяти случаямъ, суть 


и (118) ть 

(а. о - . 

р) о И. j 
Q Г(1—ж)1` (1—8) TT 
Гүү—@&—5-„1)(1—{ү) ˆ 

ГМ Г(8—у- 1) 701—2) ть (17) 

Fey г ГГА) ` 
Га) (в س[ و‎ үе 
| ко ҮШ, 


РЯ жш 


ГТ (а) (1—8) 


Wr p y шы “^^ — = 
ау) Га) Ге) 


(1—3) (x1 —y) 


түу р 
j Е аруу (Пау و‎ 
(17) 

Г(Ү)Г(ү— 2—3) Г(У) 7(2--5—7) ть 

Ç Ю as А і і а чы і EA 
£ py у= тай. (a) (6) H, 

(y) | 
Е (»,{ ОР тра, ГОО) ть, 


Ji 3 үу) == Г (а) Г Г(а) Г(у—3 3) (Гү (Y— z) 


Въ этихъ соотношеніяхъ, вторыя ихъ части суть интегра- 
лы дифференціальнаго уравненія (3); слФдовательно, npes- 
ставляють гипергеометрическую функцію ЁР\2,3,/,.5) и для 
Txs значепій перемБнной Z, для которыхъ рядъ (2) расхо- 
дится. Во вторыхъ частяхъ каждой изъ формүлъ (17) инте- 
гралы Г, П“, etc. могутъ быть представлены рядами, одно- 
врембнно сходящимися съ рядами, представляющими другой 
изъ этихь интеграловъ. Эти формулы (17) можно примЪнять 
при такихъ значеніяхъ аргументовъ а, 3 ит, при которыхъ 
коеффищенты интеграловь 10, II etc. не обращаются въ 
безконечность. 


Формулы представленныя шестью типами (17), рядъ 
(2), формулы (1) и формула (11') могутъ служить для вы- 
численія значенія гипергеометрической функці F (x, В, ў, л) 
для каждой точки координатной плоскости перемБнной z, 
не лежащей на прямой -+1...-н оо. 


Ш. 


$ 18. Приведемъ нБкоторыя изъ гипергеометрическихъ 
функций. 
Е(1, n, 1, ж)==(1—т)”; 


5 ( l, —n,1,—- = )= геа)" 9 


= "58 ж 
Бо шш е. ان فوم‎ 


Ы, p? Iy” 


EA и? _ (@-+-н)'”—(ш—и)" ы 
эң +S = = : 
Ins Dp 


При безковечно большомт E, имЂемъ 


Е (1 k,l, (= 
'k 
X ¿7—1 
0 ر‎ |==———,., 
£ ( и р) A 
; ‚+ c” —r— 1 
72 (s, ج و‎ —, 


и вообще, предполагая v цфлымъ положительнымь чиеломъ, 


2 __ а, Жы 
Е (1 к) а) сео ча -1) 


Р =. 
1 р" оте 
К.А — ج(‎ Š 
ғ( ү 97 4k? 9 
a ik 
1 (577 — 
1 т? 
ЕЕ, 5; — —=ç08Z, 
В) w? Sinx 
1" Uy و‎ === 
( b3 4k? % 
SIOR 7 
CE т |= 
4 (5 DET A / sing 


t) Дифференщальное уравненіе (1) § 1, которому эта гипергеометри- 
ческая функція удовлетворяетъ, есть 


= О 


ЖИ T 
F [1,1,-,sim*z |-=-——, 
2 SINLCOSL 


Fl 13 я L 
1 —„==„ енинә Гг “2; — . 
А с ДЫ Langs 


Оаа 


Е(1, 19, 2) = — 


и 
а 1-2 
F [op 2: =: . 09 — T 
| 1 3 А arctan д z 
И ویچ‎ = не 


1 ИШЕ! 
7 79 — — > / 2, — ? / гу 
Е (2 z ho SL | = cos ng, 


p: а A 2 sin?’ r S 
' 2 9' д? T nsinr 


= 


< 19. Подобнымъ образомь и нЂкоторые иптегралы Mo- 
гуть быть выражены поередствомъ гипергеометрическихт, 


функций. 
По формул (2) $ 4, имБемъ 


|а) 1и) "du = еа ) 8р "(a ү). (1) 


приводимъ ее къ слБдүющей 


" 
| Пава —хжи) “du = F(x, 8,8 + 1, z), 
/ 0 j 


0 — 


или, принимая 


2 
= = ر 


и вставляя Z вм®сто z и 8+1, — 2 BMECTO Û I ж, 


га ypt 

211—2) 2 = — Р(—2,8-+1, 8-2, z). (2) 
š 3-1 

По первой изъ формулъ (24) $ 9, 

Е(—х, 3-1, 8+2, z) = (= ДА 6--402, 9+2, 2), 


а потому полученный интеграль можемъ представить такъ 


Е « д (1) t! г 2 
®(1—х) dr = ~ о (1, x+G--2, 942,9). 
| 04-1 ) Б 


Если въ формул (2) примемъ 


TO изъ нея получимъ 


À 
Г —— 1 ‚и к ` 
М) д A 
и“  (1—u)" du = '=— F| — v,—, — + 1,z ); 
Ü Á (/. IJ 


полагая же 


имБемъ 


= |>” 


а ЖОС ен À À | 
| zÀ 101—275) dx == Ё (— у, —, — + 1, г). 


0 ` 


Если въ формулЪ (1) положимъ 


B y = —. 


x = m,y = 25, 


то получимъ 


|К 4 (1 — ل‎ 7 


_ (PE) Y 
= em F ( ® 28, 2 ), 


откуда, при безконечно большомъ т 


i ҮЗҮГҮ 
fea е^“ du = AF ( m, 3, 28, =). 


1 
Вставивъ въ интеграль (1) y вм®сто т, а въ интегралБ 


Ы 
| ш) 60у) du 


AT 
ПОО) ара ву у, (1) 
Г(ү) 
полагал 
т— 
«== ——, Tm — 2m = z, 
2m 
«== 1,3 = y—B = 1-—m*k, 
получаемъ 
0) N mk 


 \т?Ё 
‚++т|[ 1 = і + _ 
J 2 Ма) 
—т 2—0 


ВЫ и Г(1 +02025) (1 m°k) 
Г(2--2ж*Ё) 


: 20 Є 1m’ k, 2+2m°k, 2") 
m— m— 


CABRODaTeJDHO, такъ какъ 


бо. 


Г-н h A= m*k) ут Г(1-+- mk). 
Г(2-+-2т*Ё) С орт TG т) 


то, при безконечно большомъ M, 

+ ~ Á kue 
du 

‚ 2 —и 


А т í „ 2т 
ушел „ү F(1 1-0, 24-20, -— .). (3) 


10 — 2 


Подобнымъ же образомъ изъ интеграла (1), принимая въ HEMD 


7—1) 
т 


‚ 1—1), 
a = 1, B===—1=1-=mk, 


получаемъ выражение для интеграла 


y N mk 
“(1 — о 


такъ какъ 


Tami) 1 
TE +m) 1-ти’ 


то, при безконечно большомъ M, 


со Еи 
б 
SEn 
f Ü и 
1 


= m \ 
ще т аа: ж—®/` © 


$ 20. Предположивъ въ формулЪ (1) предыдущаго пара- 
графа 


| 
1 ==, (5) 


жа 1, a = J, жа = 12°, 


получимъ, такъ такъ 


Г (5) — V 


слБдующее выраженіе для полнаго эллиптическаго интеграла 
перваго рода 


И А (nh 
Југ =з (ratt) © 


Если въ (5) вмЪсто х примемъ —х== —, то, при тфхъ же 


9› 
самыхъ другихъ предположен1яхъ, ДАЯ ПОЛНаГО эллиптиче- 
скаго интеграла втораго рода полүчимъ 


í /1—ЮЁ%и% . q 1 1 
[vV du = 5^ (— О? g? E: к? ). (7) 


Mss выраженій (6) и (7) слБдуетъ, что полные эллипти- 
ческе интегралы перваго и втораго родовъ, умноженные 


на число С суть гипергеометрическія функціи, имБюще uer- 
вертымъ аргумептомъ квадратъ модуля. 
Hsp выраженія (6) видно, что иптегралъ 
ра О шы 
v (1—4?) (1 —^*и*) 
удовлетворяетъ дифференщальному уравненію 


2(1--2) e + [“— (2+8 --1(7[ =: — оу == 0, (8) 


если въ HEMD принять 


Тогда 


— 64 — 
Чу 1 dy 
dr 2k dk’ 


mas‏ . —— کج ی ےک 


dz: 4k? dk? ак dk 
и уравнене (8) принимаетъ видъ 


d'A 
Ч“ о 


К(1—*) 


y =); 


Такимъ же образомъ для интеграла (7) можно вывести үрав- 
nenie 


d у 


{ 
و‎ (== ') —--Буг=0.®®) 


k )1— س(‎ T 


5 21. Если въ функц!и F (2, 3, ў, £) одинъ изъ аргументовь 
хи В есть цфлое отрицательное число — N, которому не 
равно Y, то гипергеометрическая фувкція 


Р(— и, в, 1,2) (9) 
есть радїональная функція. 
Примемъ 
б=т — 5 — рж i, y =l - y; 


тогда дифференщальное уравненіе (8), которому удовлетво- 
ряетъ фүнкція 


Е (— n, т № — u 41,1 — u, z), (9') 
приметъ видъ 
ж(1—% г) AF [papje 1 апи у (10) 


*) Это уравненіе выведено вь Бріо и Букэ Theorie des fonctions 
doublement périodiques. (Š 285), посредствомъ очень сложныхъ пріемов»ъ. 

**) Оба эти уравненіх выведены были Лежандромт въ Théorie des 
fonctions elliptiques. (+. І, $ 46). 


— 65 — 


Другой интегралъ этого уравиетя можетт быть, по формул": 
(44) $ 11, представлен интограломъ 


a I 
ж (1— г) | — Са E — m АИ, А01, 1—0, t) dt, (11) 


если только вещественныя части чисель 1—/ u ]—u. поло- 
жительны *). Но функція (9”) можеть быть. по формулв (39а) 
Š 11, представлена въ видЪ я-той производной 


F(—n,n—i—u. 1, ]—u, T) 


о И A. 


= ЫЙ) a: (1—5) (12) 


поэтому, второй интегралъ уравненіх (10) можеть быть BU- 
раженъ интеграломъ 


44 171 т q: 
77 а—)* | ч — [ж (1— AS —À dt 


се" 


5 


ЕЗҮ 
или же, посл% питегриооваюя по частямь, нитеграломт 
„ӨМ ] / %— À 
u ДА ( a]. r А 
2 (1—2) | —— qt. ЛЕ) 


Ha сравненія выражений (11) п (11’) cabAyern 


үт Ж к 


(п, А041, 1u., í) ft 
/ 0 
nae t „=. 9А н с 
N a ли у й Г (1; 
а 


ryb с есть нБкоторая ностоанная. 


Если функцію, представляющую вторую часть равенетьа 
\12), умножить на 
„А-и 
= < ИЕ 1) 
(1—0): (n1) ` 


*) Условіе (43) $ 11 тогда выполнено, такъ какъ, въ разбираемомь 
случа$, /(0), F(0), Ку), f'(1) суть конечных величины. 


E 
то ея производящею будетъ функція 
F(s, 1—22) 


y 1—2s(2z—1)—+ s? ш 


или, при 
ا‎ 
= ——; 
функція 
1 ке) 2 = а. 2 
= ( +s+ V 1—252-+8 ) (1—5--\/ 1 252 + 


Это пров®римъ сл®дүющимъ образомъ. На основанїп фор- 
мулы Лагранжа, имбемъ, при 


и—={-й (y), 
h d š h? d’ О 
еи) = OTE 1 то [940 ()] -+ 12 ан [$ (2) í (t) | k 
Полагая въ этой формулЪ 
Ф(т\—=т(1—41), 


Р (уа (1—0), 
получаемъ 


—ц 


(8-+-1—\/ 12s (2x—1) 4-8%) _ (1+ VIF 352s 


E oo — ¿í 2 OG s. е аш 
(2s "VI+ 9 ТП 


s” d" „—ц n— \‏ د 
TS =з‏ )= 


откуда, на основаніи (12) и 14), 


E а 


ощ (ии!) х 
5,1—2) — У = iT =. К(——н,н——). 1,1—0,0), 


или 
(5,2) 


ən у сын а ан, р —#%, п—).—и.- Fl, | Pana —u., 2). 


Эти функщи orb 2, производящею которыхъ есть фүнкція 
Е(8,2), т. е. функцїп 


: Ж с» — „1 _ e: А 


2 


названы П. Л. Чебышевымъ *) функціями подобными функ- 
ціямъ Лежандра **). 


*) О функиілхь подобныхь функцінмъ Лежандра. 

**) Прим$няя къ функціхмь, подобнымъ функціямь Лежандра, форму- 
лы (94) Š 9, можемъ эти функцін выразить въ четырехъ видах, а 
именно 


Аи (и) 1—9 
то =) r e T а ) 
u Дат 01 МӘКА 1—2 
T =? = ی‎ П Е m r I EEL 
п Г(в-= 1) (1— У БР) |? а. 2 ) 
\tu—n Гри, —] 
-s2 — z | —n, ^— = 
т, Г(зч-1)Г(1—-и) Ее ( а т) 
e tl (m a L _(1+ 5) A+ u—n—l 
Күү Г(® + 1)[ (1— 4 


азақ, 
А ИА а =). 


Язъ формуль (12) и (15) cabayeri 


(—1)"2A + un d" 


жу ену i ۸ ж 
(1 +2 ) ( 1 aa de” 


и ү TF" Ru шы g. м н. 


дж 
‹) 


ER 72= 


Сл%довательно, можно сказать, что раціональныя гиперге- 
ометрическія функціи F (—n, В, 7, х), если ихъ представить 
Въ BHI 

1—2 


= ДЗХ 
F (—» 2, | э =. 


и умножить на постоянную величину 
о 
п (0-1) Г (y) 
суть функци, подобныя функціямъ Лежавдра, и обратно, 
функціи T,» подобныя функціямъ Лежандра, производящею 
: 1 
которыхъ есть функція Ё(5,1—25), умноженныя на — Суть 


n 
гипергеометрическїя фунгціи, имБющця х четвертымъ аргу- 


ментомъ.— 
Функции T, подобпыя функщямъ Лежандра, при 


И — 0, 


переходятъ въ функци Х,, извБстныя подъ именемь Лежан- 
дровыхъ функцій *). Тогда, полагая въ функщи (14) 

1 — 22 = ё, 
имБемъ 


1 
(1 — 225 + s) 2 = X, +- Х,8 +... а X,S"”—+..., 


Полагая въ уравнении (10) 


> 1 к= 
= ж. 
приводимъ его къ уравнен1ю 
„ФТ, үсү 
(1—2°) Tr + [u——(2——u) E] ga trn(n—k—u-+1)T,=0. 


[Ср. H. Н. Алекс®ева: Изслљдованія o функц1яхъ подобныхь функц1ям:. 
Лежатдра. (Математическй Оборникъ. 'Томъ У.) |. 


*) Exercices de calcul integral. Tome П, 5-me partie. 8 X. 


و — ры T / ЛАЙ ы ~ и‏ تت 
у= Jo ( 2 (2n—1)‏ 


: ®(п—1 )(и—2)(#— 8) + — ) 
роии) Без ДЫ 


ИЛИ 


9 


— 


1— 2 
X, = F(—-n, n +- 1, 1, 2) ! 
Сл ловательно 


Е, 1—2 
(1 — 228 =+ 5°) =) #(— n, n 1, 1, =з НЕ 


dm 91 2 


и Дежапдровы функции A, суть гипергеометрическія QYHN- 


HIH, имБющія четвертымъ аргументомъ. 


Полагая 


3 


видимъ, что гипергеометрическая функція X, удовлетворяетъ 
дифференціальному уравнен1ю 
FA, 


ІХ 
2(1 — т) а- (1 — 2x) i = n(n —— 1) X = 0, 


иди, выведенному Лежандромъ *), ypapucnio 


ad’? № dN 
„9 п ‹ п. Ê T 
(1 — 2°) Де? 22 z n(n a- 1) X,= 0; 


другой интегралъ этихъ уравненій можеть быть, по форму- 
лБ (11), предетавлень выраженіемъ 


БЕ Е 0) т 
k к= i 


*) pag. 258. 


70 — 
Привимая въ формулЪ (12) A = u. = 0, получаемъ 


E 
S ‚® n 
о 
откуда, при 2 = 1 — 27, паходимъ Родригово выраженіе Ле- 
жандровыхъ функцій: 


7 1 d” 
y SEAS 4 „$ = \ М 
А = ма" (а S 
Š 22. ПримБромъ негипергеометрическихъ функцій, въ 
выражения которыхъ входятъ гипергеометричесвя *), могутъ 
служить коеффищшепты 
р p> ر‎ 
C ans Ри aste 1 A 
разложеніл 


— 2 


(1 +- Z" — 256035) 


о (16) 


(0,22) (4,2) 
свойства которыхъ разработаны Лежандромт **). 


Для этихь функцій, представляющихъ значеше интегра- 
ЛОВЪ 


а 
| 


1 (‘т совла аф (17) 
== ет 2 í 
„(1-е#——2шсовъ)” ° 


Лежандрт вывелъ разложенія 


Я Ше; Шива a ^ ga ү 
* —=— VES - (Кз 29) +-... i 
*) Гейне, Bb Handbuch der Kugelfunctionen, изелЪдуя zugeordnete 
Functionen, часто пользуется выражен:емь ихъ посредствомъ гиперге- 
ометризескихъ функцій. 
**) Exercices de calcul inltégral. Tome 1, 3. те partie, 8ХП; t. П, 5-те 
partie, $ ХП. Traite des fonctions elliptiques. Tome II, appendice, sect I. 
Тело Па 


— 71 


P О а) ВЕ po mp p 
са Па) | 3.(^-- 1) {1—27 / 


ае = (n=l) 


При помощи гипергеометрическихъ функцій, эти разложевія 
могутъ быть представлены єлБдүющимъ образомъ 
Г(и-н^) < 
P = СОР n, ВА, À—+-1, g? 18 
Om] (А1) (7) ` j; , гы 
I 
А Гл ` 
5 ي‎ at ( —ҥз-1‚н‚/.а-1,————; p); (19) 
" (A—-1)1 E I 


послЬднее разложеше можеть быть прямо выведено изъ npe- 
дыдущаго, на основании второй изъ формуль (24) $ 9, 


Z 
р 6, Š 


F(x, B, y, 2) = (1 — 2) 


Посредством» двухь функцій 


и Р 


Л п) (0,9-4), 


Лажапдръ предетавлясть каждую функцію 


2 
1 (A. n + k) 


(k цБлое число) и ея производныя **). Ко вс1мъ этимъ CO- 
отношеніямь можно придти на основан! соотношевй меж- 
ду смежными гипергеометрическими функшями ***). Однакожь, 
какъ разложеше (18), такъ n разложев1е (19) saa функцій 
Р 


(0,21)? 


*) pag. 291. 
*®) Traite, § V. 


9) ор 


См. ниже $ 28. 


== “l —z) ы; 


1 n—1N (n—1)(n—2)\ è 
A ы ] 


и Pons BC удобпы. еели значете X близко подходить къ 
сдиниц®; тогда Лежандръ вычисляеть функци Pon) посред- 
ствомъ интегрированія. — Примфнимъ въ этомъ случа фор- 
мулы (17) $ 17. Третій типъ дасть 


F А f) 
э(ү——р) 


Ж) (\— 9) 


i ' ' P 


F(z, 3, ®+-5—'ү—4-1,‚ 1—1) 


== — 
| 


° 
(+. 6, v, = —: 
(2 2, Y, ( 


i DECS =y) 
EOG 


откүда, Полагая 


1—2)" “РЕВ 
d 1 


үү + 1,1—2); 


я = 9 = H; v == 1 z—= T (20) 


полүчаемъ 
(1—9) 


Е و‎ S S (п, n, 2n, 1—1? 
/ (б.п) Г(1—»Г(1—) (7 i, ) 


(92 
Р Ааа ду — n, 1 — n, 2 — 2n, 1 — c’), 
” l (a) U (9) | U 


Оба ряда второй части этого уравнешя быстро сходатся 
именно для зпаченій ж близкихъ ET единииЪ. 


Функшя Р 


(0.71)? 


Pa „=Ё(", n, ۶ z") 1— z3—"F(1 —1!, n, 1, ы ) 


کچ 


уловлетворлеть дифферевщальному уравпешю 


[? ЕРЕ: 7 | 
т(1—) ا‎ li Є1)] р — 4 = 0, (8) 


при предноложеняхь (20), T.-C. ураввению 


Т осуи 


7% P 


1(1—х 60 — (4n Ее 57 ا‎ л гл, 


получепному Лежандромъ довольно сложнымъ образомъ *). 
СлЪдовательно, функція Po n есть гипергеометрическая фун- 
KIA, четвертымъ аргументомъ которой есть 2°; но прочая 
фувкціи 


РТ 


n)’ NTS 


не удовлетворяють дифференщальнымь уравненіямъ, подоб- 
ным (8)-ому, и вообще невозможно такъ разпред' Влить чи- 
сель Ли 2, чтобъ функція 


Z ` Fin, maA, А1, т^), 
ДлЯ 


приняла вид» одного изь (25) $ 9 нитеграловь Куммера””). 


ГУ. 


$ 25. Jul гипергеометричесюя функиля 
"(4 ХУ т (2,6 үа 12), 


конечныл, сплошныя и однозначных для всфхь точекъ коор- 

динатной плоскости перемфвной т, пе лежащихъ на прямой 

1..4, могүтъ быть представлены сходящимися рядами 
*) Exerc., t. П, pag. 303. 


**) Вчитываясь въ выше упоминаемый мемуаръ Эйлера, Specimen trans- 
formationis singularis serierum, можно придти къ заключенію, что 
именно изелБдованіе разложеній интеграла (17), который онъ разсма- 


триваеть въ этомъ же мемуар% (рар. 66 et seq.), привело Эйлера къ со- 
отношен1ю 


1а, [| i; T) к=. (1 کر‎ т) *—Ё Fiy ==, ү — Ё, У, 2), 


послүжившему пачаломь развития теори гипергеометрическихъ фулкцій. 


— “Дд 5 
Faha) ке Же eg (1) 


ala [2- Ma 


Fix B1, y-+ 1,2)=1-+ 


для точекъ, находящихея внутри круга, описапнаго изъ 
точки 1—0 радїүсомъ равнымъ единиц; отсюда получаемъ 


F(a, yw) – Е(2,8--1,ү+ 1,2) = 


(8—1) [1 , (100840) (D+), 
“(3 i 1) Тее; е * sa И 
ИЛИ 


Е(2,3,ү,2)— F(4, +1 y- 1,2) 


(3) 
= рар (24 1,2--1,ү: 2,2). 
Из» этом формулы елбдүетъ 
Е(2,8--1, yel,» 1) _ 1 (4) 


EP D а “(ү- — h (> mT 3-2,2)! 
(уа) (05041,10) 


Отношеніе 
Е(а-4-1,2--1,ү3-2,0) _ Ё($а-1,жч-1үүз-Э уш) 
Fpl, yela) FE, yl ж) 
можеть быть, но формулЪ (4), выражено 


F'(5- +1 ‚+1, y+ 2,2) 
сш ртт ле 8 28) 


| 
[ККЕ т) г} | (18-2 үз 9 
CIN FA - y2) 


Поступая такимъ же образомъ съ отношен1єм1. 


ау с 


уол 552 ч 
Ех-+-1,3-1-+2 z) 


и по очереди съ каждымъ изъ получаемыхъ єлБдүющихъ OT- 
ношепїй, приходимъ, на основанія всбхъ этихъ выражен, 
къ непрерывной дроби 


т 34-1,ү--1, s) { (ә) 
Е (>, В, ү» х) IU 


(1 + my т—-7) 


т учат) (уту 
b a e am =) 
mi t (a Imama) (5') 
Ja „== E (aem, m, ym, ж), 


Om p SF (an, aem ym- ж). 


Гаепровтраная обозначоте ç и на фуякдіи первой части равен- 
ства (5), имЪемъ 


= ба, ру.) 
=F, 8+1, ya a; 
формулу же (3) можемь представить въ вид 
Фи Уна: (3') 
Придавая въ этой фотмулБ числу n значенія 


2, 3, 


N 


получимъ групу такихъ соотношеній (3°), изъ которой сл®- 
дуетъ, что ABB функціи o, , и pı не имБютъ общаго 
корня, такъ какъ, въ противномъ случа, для этого же зна- 
ченія х приводились бы къ нулю и функши 


Pns Фи) Фр · • › 
поэтому и функцін 
pi =F (0,8,2), o =F (2,51, y 1,5) 


не имБютъ общихъ корней. 


Р 


Обозначимъ чрезъ g. (1-1) -ую подходящую дробь разло- 
К 
menis (5), такъ что 
р 5 
О, i Ot (6) 
2,2: 
0992 2 
[= 
i 
1 Чу 
] $ 
тогда 
ا ل‎ ) (= 


P = ‚ =1, 
Р,=1 , Q;==1—a,z, 


P ү =P — a P د4‎ 


Qi а Оа), ) | (7) 


__ k 
Р, ү RT Orpi =A lge AT. 


Такъ какъ, по вышесказанному, функци о, иэ,, равно какъи 
функцій Yp; H Ф„, не им$ють общаго множителя, то 


' e Q <, RE. — er (g 
F (2,9 + t, 4 220 a р 


211—2) 


И Р — ик íf А 
Е (2, №» 1, z) — -©„—.—@„—.‹2Ф%„@„—; 


откуда 


2077 — 


©„_‹Е(«,8--1,ү-+-1,ж)—Р„_, Е(«,Д8,ү,ж)=а, а, ° Яны 


$ 24. По первой изъ формуль (7), слБдуеть 


Р, 4 
S 1—0, 92 
[== 
ЖК 
1 ) 
откуда 
жабы ЖР 
1—@,_,®% 
| 
—а@„@ 
1 ) 


ks 1 
Q. 1—а,_,®2 
l—a pX 
ПЕ: 
—0,2 
1—0, 2 
=з 
слБдовательно 
0, „ 1 


0 = КЕ (93+т)(у—а-нт) — 
р. (у+2т)-9т— 1) ^ 
е; (2-+-20—1 )(у--20%—1— 53) 
==: 
a(y—p) , 
ЕСТ; 
1. 


Но если функцію 


(ү-—2т—1)(ү--9т——2) ” 


OA) 


(10) 


(11) 


(11’) 


=w S ست‎ 


I Ç ay Б , А. 
ала т о а Shim 
(си, а а — ШШ 5 


разложить, по формул (5), въ непрерывную дробь 


Yy 1 19 
b,  1—a,,z (12) 
1—. 
— ах 
] Ч оч 
"== 
r 
т | шы, 


о 


то это разложеніе, до (2т-н1)-аго неполнаго частнаго вклю- 
чительно, совпадаеть съ непрерыеною дробію {11’). СлБдо- 


Р M. , 
вательпо, если обозначимъ чрезъ м (Ё--1)-үю подходящую 


k 
дробь разложенія (12), а чрезъ Ys, ф„,,,-функцїи 
J, = К(Ш—-т—х,—т—}1,21—2т—ү,®), 
Jap ==ЕЁ(1+-1—ю—х,—т—]ӊ,21-—-1—2т—ү,®), 


соотв%тетвующя функцїямъ 9„ Qanpa разложеше (5), то, 
примфняя формулу (9), имемъ 


N Е (—m— p, 1 — ma, 1—y— 2m, x) 
— M, F(—m— f, —m— z; — 2m, t) 
= Б Т A (13) 
Ho, такъ какъ изъ (11'), (10) и (11) сєл®Ъдүетъ, что 
Mom+ 17 Qom 
А отт 


№ 9 — ! 


ر 
m Im- |‏ 


то. на основани формулы (15), имфемъ 


Q, 06,0, а, на" “Уж. | (14) 
°т ! , 


Эти два соотношенія, вм®ст®Ъ сь двумя coornomeniamu (8), 
то-есть 


(14) 


дозволять опредфлить Pom Oom Pampi и О, та. Bo BCBXD вы- 
раженјяхъ для этихъ четырехь величинъ, найдется знаме- 
натель 


Я ыз жй < 207, 
Тоту Фата Yi Фата —/- 


Если къ фувкціямъ $ и Y примънимъ формулу (3 2), то мож- 


i 


HO у представить такъ 


у=% ф. „7—0. mP, Yom 145 
и дале 


= j, Qomi тб 14, Fam, 


ит. д. СлБдовательно, значеніе у не зависить отъ значенія 
числа т, а потому, такъ какъ для т == — 2, имБемъ 


ањ == 0, po = mn =l , 
то от Чата Pampa =l. 


ВелБдствіе этого изь формуль (14) выводим»: (15) 


Pre F(a, +1+12) F۴ (—m— В, 1-—т—х,1—1—9Эт,т) 
(lam Р(х--т,В--т-н 1-9 т 1.7) 


. ۸(1 у= 2—3 = 


p ЕЕ га у 
—qa,...a, X” (а т-- 1,3-0 1,у--9т--9 2) 


Fü 


КЭ O EO 
Z, 3,1 748), 


рое 
0, „ Е (2,09 u AS = s = ) 
—0,0,...0, 22” T F (am, beme yml, L) 
„Е(1—.,1—$,2—ү,ж), 
ОВ) Бар Mm s= n sn) 
— а... та ТЕ (aml, pm 1,/-=2т-н2,5) 
„К(1—х,1—{ф,2—ү,ж) *. 


$ 25. M35 выраженій (5’) видно, что если по формүлЬ 


PEP 
(4) будемъ выражать каждое =, то, ири возрастающемь 


| тн 
п, отношене 
Р(о,8--1,ү--1,2) 
F (z, By z) 


разлагается, по формул% (5), въ конечную непрерывную дробь 
когда а, или В, или ү—&, или һаконецъ ү—2 суть ц®дыя 
отрицательныя числа. Бъ остальныхъ же случаяхъ, при без- 
конечно возрастающемъ я, придемъ къ безконечной непре- 
рывной дроби 


(16) 


Эта безконечная непрерывная дробь стремится въ предЪлЪ 
къ отношенію 


*) Ср. Auszug eines Schreibens ueber Kettenbrueche von Herrn Е. 
Heine an den Herausgeber. Журналъ Креля, LIIT rows, стр. 284. 


L 2 7365 
аы 
' М f гг 3 7 
F(4) 
если выраженіе 


Е(х,$--1 1-1 DR РЕР 
í o 9W О т 


при безконечно возрастающемъ я, стремится въ предЪлЪ къ 


нул А можеть быть, на осповани d ъ (8 | 

улю. 5 р же ‚Нг пи формулъ (8) итреть- 
n- 

ей изъ формулъ (7), выражено слБдующимь образомъ 


Bl, وم‎ L SSO Ч бо s кг e 


и s "i == б» —{ Ze, Q, _, аа у 


E SE 0 аа = 1 n—i о aU Ва Zç. Q a) 


Г y „%— 
Ви, “و‎ 2" tg, 


2 ББ, эше 


On 4 02 Flap ya) ` 


Подставимъ 
а 91° ое 
(1-2) аут 
при условіп, что ү 1—2 иметь такой знакъ, при которомъ 
—0 для т=0; тогда вс$мь точкамъ координатной плоско- 
сти перем$нной Z, пе лежащимъ на прямой —1.... +-@2, CO- 
отвфтетвуютъ значенія 2, находящіяся внутри круга, опи- 
саннаго изъ точки 2==0 радіусомъ равнымъ единиц, функ- 
ши 
?, Q, Po (2,8,0) 
переходять Bb функціи 
?(#),@„—4(4),®% (а), 


а выраженіе (17) ипринимаетъ BHAD 


ТЯ N E -+—4)%*`**ф (г) 
Ш Q, (2)9,(2) i 


и, если и==2%-4-1,— 


— 4m 
К, G, Go... ( 42) Е Ф,„ +: (2) 


СА re 
Т ж ой ШЕ ш, 


Функщи Ф, (2), Pam, (2) суть конечныя, сплошныя и одноз- 


начныя функщи, для всфхъ значешй 2, имБющихъ модуль 
меньше единицы. Фүнкцїю 


f \ 
Pompa Cac у | ‚х-нту--9т + 1,42(1-н2) i Ў 


можемъ пр едстави Tb такъ 
О Е (а 


rab функція Wim (2), удовлетворяющая дифференщальному 
уравненію 


d° EC ПЕ 
dz’ 


2(1—2)* 


= 4—2(2a—Yy—1)z-—(yY—4—92m— (| 00 (2) 


dz 
—(жт--3--1) | 2-1-1 = (28 үа) 1 Фһ4(2)==0,. (18) 


для всБхъ значеній 2, имБющихъ модуль меньше единицы, 
можетъ быть представлена сходящимсл рядомъ 


{0,2--0,22--..., 
($ 16). Отдливъ въ уравненіи (18) члены, умноженные на 


2m, и остальные обозначивъ чрезъ (2), можемъ это уравне- 
Hie представить такъ 


hoa (2) _ 2 


dz 1 —2° б, pa (2 
1 2) 
ыы ——= Ü 
Е 


Мптегрируя, получаем 


(отада 1-6 (28—ү -+2)2 


УЧИГ (2 = о 1—2 
/ “2a—Y—I+(28—Yy+2)z 
" ag СЕ 
. ) l { y (z) 2 J O 1—2? dz у 
E А аат 2 
| дт] „1—2? ) ў 


а слБдовательно, при безконечно возрастающемъ т. 


г^да—ү— 1+ (28—у-н 2)2 1. 


Tim W, mapi (z)=e? | 1—= 


0120—28 —1 2а —2В8—3 
E ар Z m 


М 


= (1-2)? So... 0 | 


lim R те (=) 


2y—2a—28—1 2a-+286+ ] 
= т (ЕЕЕ (19) 


Въ произведенін 


и 


при безкопечно возрастающемъ M, 
1 
lim a. = x 


{5'); Tars какъ для зпаченій 2, имющихт. модуль меньше 


единицы, радъ 
6* 


вл 
1 Уа, a аил 


есть рядъ сходящійся, то, для этихъ значеній 2, при безко- 
нечно возрастающемъ M, 


lim Ë й„...@,„(4г) “|ы. (20) 
Изъ (19) и (20) сл®дуетъ, что въ выражении (17“”, при л==со 
lim Ë Ags -lym (42). (12) Samya (| —0 (21) 


для всЪхъ значеній z, находящихся внутри круга, описан- 
наго изъ точки 2==0 радусомъ, равнымъ единиц%. 


Въ знаменателБ выраженія (17), вм%сто (,„ вставимъ 
выраженіе, данное третьею изъ формулъ (15), 


— am +t 4 i à 
Qam = Po 4, — 0,...0,т Ж Qampi Чате 


выражая х чрезъ 2, обозначимъ чрезъ Ú, (2) иф„„ | (г) yu- 
кши OTD 2, въ которыя переходять Чи и Pampi такъ что 


(1-=2)*"0, „(2)=Ф,(2). (14-2), (2) 
a,l he g, (42) r СЕ) и а) Е уа (2). 
Такъ какъ функція 
Фън )2( == F[1— z, 1—8, 2— ү, 42(1--2)— °] 


остается конечною для всБхъ значенй 2, им$ющихъ модуль 
меньше единицы, то, на основан (21), для этихъ зваченій 
2, при безконечно возрастающемъ M, 


i |a ви... "(42)" ® (1— г (01 = 0. (29) 
Если функцїю 


y, (2) = F[—m—b, 1—m—z, 1—2m—y, 42(1-4-2) 7] 


а Б 
представимъ въ BAJÉ 
b, (9 = (12) + (г), 
то, подобнымь образомъ, какъ для Wam ,,(#) можемъ найти, 


что, для значеній 2, имБющихъ модуль меньше единицы, пред- 
ставляемая сходящимся рядомъ 


1+. z+ d,z° —+..., 


(б 16), функція v,(2), при безконечно возрастающемъ M, 
стремится въ пред®л® къ 
2a+2ß—2y—1 28—2«+1 
lim v (=) = (1—2) í п. 


и ЧТО 
2«-+-28—2ү—1 1—2а—2В 
lim[(1+— 2) (2) ] = (1—2) — ме О) 


Изъ (22) и (28) слБдуетъ, что 
т 0), „(г)(1-—г)?”. Ф, (2)] 


а +2B—2Y - 1 1—2а—2[ 
— (1—2) x (152) * (2). (24) 


J R, : 
Изъ выраженій (19), (20) п (24) видно, что бын значенїй 
2 т 
2, находящихся внутри круга, описаннаго изъ точки Z= 0 
радіусомъ равнымъ единиц, и не обращающихъ въ нуль 
функдій ¢, (z), при безконечно возрастающемъ M, стремится 
въ предфлБ къ произведеню конечной величины 


[1 —z)? a —P(1--2)“TPg, (e), 
на 
lim[a а....а.т(42)”"] = 0. 


Къ такому же результату приходимъ, предполагая, что въ 
выраженіи (17) я число четное. 


ЕРЕ =. 


СлЪдовательно, безконечпал непрерывная 


дробь (16) во 


всфхь точкахъ координатной плоскости перемфнной Z, не 
лежащихь на прямой -+1....к со и не обращающихъ въ нуль 


функцій F(a, 5, у, £), стремится въ предл 


а = 1, y-al, 2), 


)- 
А Y, 2) 
$ 26. Напр. сели въ разложенли 


F(a, f = дүр 09) тє ЕЕ; 
1— X 
9 | Е; 


[° (x, ави ү-+1, z) I 1 


~ 


(3-4-0) (ут — а) 


lam = اا ل‎ 
™ (Снт 1) (/-н9т)' 


(тт) В) 


къ отношению: 


== С, 4-2т%)(у-9т--1) 4-1)” 


J OJO; M L 


И 


°) Это свойство въ первый разъ доказано Л. Toma, 
журнала М№реля. 


в» ХУИ-омъ TONG 


34-3 
5-2 
T. 
а єл®довательно, 
e”—e 7 7 
ene ler? 
Ә--2 
5-2? 
T. 


для всфхъ конечныхъ значеній перемБнной х. Принявъ BD 
послБднемъ разложеши 42 вм®сто Z, полүчаемъ для вс®хъ 
конечныхь значевій хи не обращающихъ въ нуль функцій 


p 1 28 
А, X, 7) 9 я Да? = COSY, 


такос разложеше 


tang z = 


1—2" 


سم — 


ү. 
$ 27. Kb разложению 
Күш) озы y1, 2) О! 
(а, 0, ` z) Ж 1—0, L ( 
1—а.т 


(Вт) (у=т— a) 


сш журуш Гук) 


(&-+—жт)(ү-—-т—[{) 


5 (7-9) (y+ 2m1} 


эта — 


мы пришли въ Š 23 изъ соотношен1я 
F(a, 8, Y, z)— F(a, 8-1, ү+1, z) 


_ _ alyp) 
298 у(у--1) 


ж Е(2-+-1, 8-1, ү--2, 2), (2) 


связывающаго три гипергеометрическія функціи, въ которыхъ 
четвертый аргументъ одинъ и тотъ-же, а три первые отли- 
чаютея цБлымъ числомъ. Такимъ же образомъ, какъ въ Š 23 
соотношеніе (2), могутъ быть выведены слБдующя соотно- 
тенія 


F(x, 8 P у, 2) Е (> 1, | RE 
А 
== h (2+1, 5 j- +Í, у-—-1, Z). (3) 


F(z, 5, Тэ T) E POSE pail 1 Z) 


@— É -- 1 


| 


ж F(a, 8--1,7+1, 2), (4) 


а. Е В—1, у, 2) 


В—=— 1 


S. 129.5 252 Л а) (5) 


ay 


| 
F(a, В, 1,2) — F(a, 8+1, y, 2) 

0-7 y ша 1+17 vd ОТ), (б) 
F(x, 8, у, 2) — Fix, 5, ү+1, z) 


“ООСО (2+1, 8-1, ү--2,ж). (7) 


= 89. 
Изъ соотношен1й (3), (4), (5), (6) слБдуетъ 


NE аи БА АЫ (л. э 
F(a, B, `D z) ha a B F'(a—+-14, 6-4, Y-+1, z) y 


ЕТ 


С ОСТ 1 
e B, Ya 1) Р; Е ЯР el, X, ай z) i 
Y (B1, «—1, y, 2) 
EO ов 1 
Fe pn ааа, p, YF’ 


| _К(а-ч-1,3—1, у, 1) 


аа ав | 
АК оаа цар 
y (8+1, а, 1,2) 


каждое изъ отношеній гипергеометрическияхъ функцій, входя- 
щихъ въ знаменатели вторыхъ частей, можетъ быть дал$е pas- 
ложено по формул (1). 


По формуламъ (8) и (1) можно разложить въ непрерыв- 
ную дробь отношение полныхъ эллиптическихъ интеграловъ 
перваго и втораго родовъ 


и ЖА 
Jaa aF >), 


ЖЛЕ, т есе 
[ Уи = GF (go pl) 


(8 20). IIpuwbunaa формулы (8) и (1), получаемъ 


тт w 
к(—® ми) 1—2 
1 
1 — z 
7728 “р? 
, о 
ETE 
Үр 
Е 
1 —.._ 


$ 28. Hs» формулы (7) предыдущаго $ сл$дуеть 


Е (о. 8, у1, 1) _ p 28 „Fat, 04-1, ү-є2‚, z) 
F(x, B, y, Z) (ТЕ жере En ОШ Т, ° 
откуда, на основаши формулы “© 
F(a, РЕ 14-1 ‚®)__ h... а в т (ж, b- 1, аа 2) (9) 
F(a, БҮ, 2) y—É р Iz, E jJ 


Формулъ подобныхъ (2)— ('7)-ой, связывающихъ три гипер- 
геометрическїя функціи, первые три аргументы которыхъ OT- 
личаются цфлыми числами, — безконечное множество; но OUÈ 
ECB могутъ быть выведены изъ формулъ связывающихъ TH- 
пергесметрическую функцю F(a, 8, ү, х) съ двумя разными 
гипергеометрическими фупкціямп 


Frà, Вы, yy 2), FA, 8-б, ү-ҥку„, 2), 


въ которыхь числа №, Ua, Yis Aa, Lg, H у, имфють зпаченїя 
0,+1 н —1 *). Посрелствомъ такихь соотношеній можно 
всегда двумя гипергеометрическими функціями 


*) Эти „связи между смежными функщами“ (Гауссъ: Relationes inter 
functiones contiguas) представляются, какъ замфчаетъ Гаусет, въ BHAE 


TAG 
F(a, В, Y 2), F(a, ; ВЕ, EVA) 


рыразить линейнымъ образомъ каждую гилергеометрическую 
функпїю 


Ffas, 91, +05), 


гд} d, т, цфлыя числа. Обозвачивъ чрезъ о, и о, 
нфкоторыя цфлыя функши отъ т, можемъ эти соотнотеня 
представить такъ: 


F(a, Banyai, E) 


=w, В (а, 9.) F(a A, ‚34и, NOD), 


откуда 
(2-4-9), bane) р F (44-۸ A, bu, y 2) 
Pa apy. АТ жее: Е Е (10) 
(x, YT) (%, By) 


При Л, =0, u=» ==1, формула (9) предетавляеть частный 
случай формулы (10). 


СлЪдовательно, отношение 


IIE з 
ШОК ог шк y 


ири цЁБлыхъ значешяхь чиселъ 9, пи, можеть быть разло- 
жепо въ непрерывную дробь; если эта дробь безконечна, 
то опа, для BCBXD зпаченій перем$нной ж, не лежащихь Ha 


325 разныхъ соотношений, изъ которыхъ pp 24391810768 generales circa 
seriem ete. (88 7—11) выведены 24 (формулы [1]—115], I, И, VI, [16] —[18], 
121]--[23]). По замъчапію Гейне (Журналь Креля, XXXIV томъ, 292 стр), 
въ Гауссовыхъ формулахъ [4] и [11] должно быть x Е (а, 8, 1+1, 2) вмфсто 
F(x, В, 3+1, ж), формула-же [23j оказывается нев$риою; если однакожь 
въ этой формулЪ, вмЂето F(a—1, В+ 1, 7, £) поставить F(a, В-+-1, 7, T), 
a вместо Р(а--1,В-1,1, 2) — I («-4-1, P, 7, 5), то равенство воста- 
павливастеи. 


22409 = 


прямой -є1...-4-со и не обращающихъ функци F'(<, 0,4,2) 
въ нуль, стремится къ отношенію (11). 


$ 29. Полагая въ разложеніи (1) B—0 и зам®няя ү+-1 
посредссвомъ ү, получаемъ слёдующее разложеніе для фүнк- 
щи F(a, 1, ү, Z) 


1 12 
F (2,1,2) 02) 
м 
1—6. x 
5, 


rab 


т (ут — 1—2) 


D, „= ку ЖЫК А ыен 5а о, 
т (y 2m—2 (y 2m — 1) ai 


(x--m)(y=+—m— 1) 


bimp = 


Изь формулъ (15) 8 24, (такъ какъ, для 9==0, 
а —0). 
получаемъ для знаменателей подходящихъ дробей разложеня 


(12) слъдующія выраженія 


@„„==ЕЁ(—т", 1 —т— а, 2—2т— ү,т), (13) 
@»=ЕС— т, —m—=, 1—2m—,z). 

Если въ функци Fla, 1, ү,х), |=, или если Y или y— z 

суть цБлыя отрицательныя числа, то функція F(x, 1, ү,х) 


же ү 


разлагается въ конечную непрерывную дробь. Bo всЪхъ же 
остальныхъ случаяхъ, при безконечно возрастающемъ л, HE- 


прерывная дробь 


для вс®хъ значенїй g, не лежащихъ на прямой --1...--со, 
стремится въ предл къ функціи F(a,1,y,z). 


Полагая B, формул (10) предыдущаго параграфа 
Б==0, = А, =. =50, 
получаемъ 


Еау ү) оо, (2,1 ,ү,2); 


слЪдовательно, каждая функція (0,5,2), въ которой одинъ 
изъ первыхъ двухъ аргументовъ есть цфлое число, можеть 
быть разложена въ непрерывную дробь, которая, для вс®хъ 
значенй Z, не лежащихъ на прямой —1. . +оо, стремится къ 


функціи F(a, 8,7,2). 
Š 30. По формул (12) можем» разложить въ непрерыв- 


ную дробь в'Ъкоторыя изъ приведенныхъ въ Š 18 гипергео- 
метрическихъ функцій. Напр. 


(162) К(1,—р, 1,—2); 


слБдовательно, для веБхъ значеній 7, не лежащихь на пря- 
мой —1...— 00, 


(1-4-2) "= - ! = | 
Ка 48 u” 
%-+—-1 1.(2-+1)2 
=S: Í -= ауа 
{чє a. Я 1.(n—l1)z 
п—4 = (ед +2) 
= я 2(п—2)х 
(n2) 4— +, 
1-5 | 
2(n—2) 
= 45 
i _ 
Для вс%хъ конечныхъ значенїй Z, 
= ( Waka 9) <. 
разлагается въ непрерывную дробь 
ا‎ a 
| 1 1— 2 
ғи еї 
ЫЫ ОТА 2—1. 
1 34-22: 
1—2 А05 
2 5-32 
lga E 
1 ` 
1—19 
Пе 
10 
а=. 


иа) $. 1. 9 —х); 


слфдовательно, для BCBXD значешй Z, пе лежащихт. на пря- 
мой— 1... — оо, 


log(1-—-2)= —— 


1 | 4-2 3, 
5-09 (= (5 1, pT ) 


arctang __„[\ З SY 
л =$ e ): 


слфдовательно для всЪхъ значеній z, не лежашихъ на пря- 
мыхъ -+1..-н < и —1...— 00. имБемь 


ро = _ 9% 
— = C EST 
s Ee (1.2) 
ЭУ аан 3—(2z)° 
D2 ә 5— (82)? 
ga 1 
EEA a 
lg 
4.4 
рее 
о. 


ret 7 а 2 
arctang I= =— 
ا‎ 1 Ей 
А (2.2)? 
АОС 5+. 
a үн 
1+. 


5 31. По формул$ (12) можемъ вообще, для BCX значе- 
ній х, не лежащихъ на прямой -+1...+-со, разложить въ He- 
прерывную дробь функцію 


1 
| u7" (1-—м)—^ (1—xu) ~ 'du=CEF(1,1—ku,2—u—z), 


rak 
е Vn 
Г(2—л— ү.) ? 
$ (19), или, полагая 
} 
Пе, 
Y 


—функцио 


В тА 
у | E a йй du=CE(1,1—u,2—u— hy '). 


) у= 


Тогда, для веЪхъ значений z, не лежащихъ на прямой 0 ..-+!, 
имфемъ 


F(1,1— u 2— u — (| ')= — 


r 


(поа ° (2—ьи—)(8—р——)' 
2 т(т—^) 
am (2m—u—)(2m— u—-q- 1) 
А (m—u=- 1) (0—,0—А-+1) - 
тра (ти —+1)(20m— и—^-+ 2) 
слБдовательно 
1 iy, a =) = 5 e 
| = duy +Ё\(1,1—р.,2—р— у) 
1 
Е. (14) 
0—0, 
1—6, 
y= 
— 0 „ 
Ут 


Для знаменателей подходящихъ дробей поелћдняго разложе- 
нія получаемъ, на основани формулъ (13), 


Q, „==у” К(—т,—эюз-и,—2т--ш-є.,у °), | ¿ 
{ ү. т + 4 — | ` (! 9) 
(À, ر ب م‎ К—ю,—т--и.—1,—2т-—-ш--5—1,у 1). л 


1 
Напр., полагая, вм®сто Z въ формул $ 


: 
ТЕ Б Тае. 
| 1—2? и = (1 bpt) = 


для значеній т, не лежащихъ на прямой —1...-+1, получаемь 
7 


205725 


2? т би ү х, 2+1 
5 === a (125 РР = 5 


и ел5довательно 


т — 


13 
= Оо (155 ) 
е2 
Эти 
ГВЕН 
=. 
ПОО. 
и. 
2 3.3 
ЖУ) 
4.4 
| E 
TA, 
А 
ИЛИ 
- 0-1 4 
e 1 ч) 
2 
aE. | 
ПЕЕВ 
55 
Е 4.4 
7.9 


Зваменатели подходящихъ дробей посл%лняго разложения *), 
на основаніи форуулт, (15), суть 


*) Эти знаменатели даны Гауссомъ въ Methodus nova integralium 
valores etc. ($ 17). 


=. 009 — 


1 1 
МЕНЧИ AR SAY гу _ E ا‎ АСИ 
Q, EE ) F ( mM, E Im و‎ g7 


1 1 
=g" F ( —т—т-5,—2т 5, ЖЕ” ||, 


س 


1 1 
a инт J = O) a А .—- ® 
та = (2°) F( —n, № — 25 —2т— с 
= z+ F( —m, —т = —9 = аы 


Если чрезъ X, обозвачимъ Лежандровы функціи 


х GD Den U аа аа и а 
се 2.4.6...9т | l 4m—1 
m(m—1)(2m—1)(2m—3) „т, | 
= ا‎ و٣‎ S 
1.2 (4m—l)(4m—3) | 
х (2-+3)(2т--5)...(4т-н1) дата т 21-1 „т, 
“ SSS F L N =ч U 
Ады ا‎ 2.4.6...2т l 4-4-1 


т(т—1) (2т-+-1)(2т-н=3) „„—, ; + 
— Пи —... | * 
1.2 (4т—з-1)(4т--3) ; 


производящая которыхъ есть функція ү 1—9225--5°, $ 21, 
то знаменатели подходящихъ дробей разложенія (16) мо- 
гутъ быть выражены 


n IY 
“n 1.3.5.. (9—1) * 


$ 32. Дробь (14) можеть быть приведепа къ слфдующей 


س -———— =s‏ سک ا ا 


*) Legendre. Exercices de calcul intégral. -me partie, Š X, фор- 


чүлы (h). 


— 100 — 


1 ('u~(1—u) ^ таа 
- | n Бали 2 — pA, y )= 


1 
€ ас (17) 
y—b,—b, 6, 
у—6, b и. 
к= == сз. f 


jS; Dal b, т 


0—0, „— $, m+ 4 o 


въ которой степени BC' EXT неполныхъ частныхъ равны еди- 
Huri. 


Напр.; по формулВ (3) $ 19 имЂемъ 


+ сә „— ku” 
е 
| du 
J «1—8 


UTE F(1, 1+mk, و‎ „?й== co, 
2/1 "20 diari 


по формул®$ же (17) получаемъ 


— 101 


1—4 
И Ее $ ш, 
(ug 6) UTL) ç т ам 
И ИЕ р Е с wz 

yugu) 5.5 1 w 

sg EF G Ug 
CAL a -+-G)( 45+ €) 6.5 z T 7—0 
ws 


С С 


—— 


G ut, 


— 102 — 


слфдовательно, при безконечно большомъ M, 


ту Е—2 
on k-—3 
джу k— 
; 

или 

СЕ (18) 
2 00 V 9k. 2—1 

ү 2k. 2—2 
М7. 2—3 
V2k. a, 


По формул®% (4) 5 19 имБемь 
—оо —ku 
f - du 
ЛД. 2—8 


F(1, 1--mk, нтк, ==), ж = оез, 


1 m 
ER i mk т 


функція же 


ке F(1 1 +mk, 2+mk, Бы» 
т—т \ m— J 


разлагается по формулЪ (17) въ непрерывную дробь 


— 108 


__ (ушы-9)(фш--в)(уш--з) 


ш 
(уш--}),(уш--6)--(уш--9) 6 х—ш 
TOEO EE OTE И 
({ш--в)„(уш--})(уш-- 6) |, (ўш-е,)--уш--ф 1-—1щ 
(Jug) А 
(yug) (270-0) 
(уш@-- I ) "I 
I 


кс ‹ { 1—1. 
q ug  уш--ү'т| 


U 


yug 


yut T 


— 104 — 


сл$довательно, при безконечно большомъ M, 


сео ku 1 
|" ок Е 1 (1 9) 
ky—5—Ə ° 
kz— 1— 


у 


$ 33. Займемся выраженіями для знаменателей подходящихъ 
дробей разложенія (17). 
Значеніе ц'Блой фунвкщи м-ой степени 
К(—п, n—ì—u +1, | —u, y) = Va 
для у = и обозначимъ чрезъ U,, а чрез» И’, цфлую функ- 


дію отъ у, опред®леннүю соотношеніемъ 


۸ رر 1رر 
ЧЫ ш йу ж гү‏ | 


0 сч 
откуда, 
к иу 2 4 eg š: 
Va | ——— m= W, + | —— О аи. 
J 0 y—u 0 y—u 


Изь этого уравненїл, такъ какъ 


ми №1) ^ С р. 
к= Е ا‎ 4 


и, по формул (13) $ 21, 


*\ Разложепая (18) и (19) выведены II. Л. Чебышевымъ въ сооб- 
meniu Sur le développement des fonctions à une seule variable. (Bulletin 


ge Г Académie de S. Petersbourg. T. 1). 
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1. -— М в — À 
J ла n—i—u-+1, 1—0, u)du 


aaa k ET 
та 


о (0—0) 


== — E a н, 


слБдуетъ 


с Е(—п, n—)——1, 1—0, y). y Е(Я, 1—р, 2—u—, у!) 


| ' ыы. 1—4 is 
© И „+С, | а 28 (21) 
. 0 (y—u) 


TXB интеграль, разложенный по нисходящимъь степенямъ Nepe- 
м'Бнной у, относительно у есть функція —(--1)-ой степени. 
По этому үравпенію, функція 


—1 ~ = 

J Тү 1—6, 2—ш—А, У и 
умноженпая на дБзую функціо м-ой степени 

К(—,‚— А — и 1, 1—6, Y), 
даетъ цБлую функцію и фтнкцію —(%--1)-ой степени. Для 
того чтобъ доказать, что Функція 

Е(— п, и—^—-и-—1, 1—А, у), 


есть знаменатель подходящей дроби, въ которую разлагается 
функція (20) по формул (17), докажемъ сперва слБлующую 
лемму. 


Если цфлыя функци P, и Qm не имБють общаго множи- 
теля, если степень функці P, есть 2, степень же функ- 
ши А„ меньше— 2. и если 


$). = Pat- Е. (29) 


TO функція Q, будеть знаменателемъ подходящей дроби этой 
непрерывной дроби, въ которую разлагается функція Ф(у). 
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2 
m 


1 | 
Допустимъ, что — есть подходящая дробь разложения функ- 


т 


ци ọ(y), такъ что 


j а, 
Goa а, 
4- БЕК. — 
1 da + G, 
q, к= и. 
Hlm 
w , 
@т—\( 
при ПОСТОЯННЫХЪ 
(Ч, @,,..., Чт 
Torga 
а, 
0) = +2 
14 - 
ي‎ mi 
(т TES ll m 


rab 2 есть полное частное, и 


2Р„+а„Р,„_, 
S A WEN 


(У) == 


Qm 


Ẹ 
—" будетъ дЪйствительно подходящею дробью разложения 


функцій о©(у), если только степень полнаго частпаго z боль- 


ше нуля. 
Такь какъ 

m = ф(у) — с: — i аваг. е. д" 

т m ¿(aI GÁ, т 

a, (P; Q. Р.О) 


(0„(20„+а„@„__,) Ё 


== Ai Cy «<n 
` Qale Qm tann) 


س 107 — 


то 
==а, 0,...0—0,.8,„6)„_, 


Gaa O-R 


Въ числителБ этой дроби, степень функции Rm меньше—я, 
функціи же @„_,—не больше -->»; слБдовательно, второй 
членъ числителя меньше TÉME нулевой степени, самъ же чис- 
литель—нулевой степени. Въ знаменател степень функщи 
Qm есть п, функціи же Em есть меньше — 0; поэтому зна- 
менатель будетъ степени менЪе ч$мъ нулевой. СлБдовательно 
дробь, представляющая полное частное 2 есть степени боль- 
ше нуля, ч. с. д.— 


Въ уравнении (21), соотв$ тествующемъ уравнен!ю (22), функ- 
щи V, и W, ве имЪютъ общаго множителя. 


Если допустить, что функція 


(у—с, \(у—с,)...(у—вз == (у), 


степень которой есть б, представляеть общій множитель 
функцій У, и Wa, такъ что 


АБР E 
AO 10), 


суть цфлыя функціи, то можно доказать, что $ не можетъ 
быть больше нуля. 


=, 


Положимъ 
A 0 „; 
степень функціи V, есть #—©, степень же функцій r,— 
— (04-041) < —(п— 9); 


слБдовательно исполнены условія, при которыхь можно при: 
мБнять только что доказанную лемму. Т'акимъ же образом», 
какъ выше, приходимъ къ выраженію 
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+l (l, ... d 


y = ; 


RS 
rab степень Qai знаменателя предыдущей подходящей 
дроби, ниже степепи v,. Изъ этого выраженія видно, что 
степень функци V, равняется степени произведеня г20,,, 
взятой съ противоположнымъ знакомъ, или, что степень 
функціи 20, есть и-+0-+1. Такъ какъ степень функц o, 
есть Я—0, то степень полнаго частнаго г есть 204-1. Cat- 
довательно, еслибъ о было больше нуля, то степень полнаго 
частнаго была-бы больше единицы, что въ разбираемомъ слу- 
чаб не возможно, такъ какъ степени неполныхъ частныхъ. 
разложения (17) не больше единицы. 


Итакъ, функци Vp W, и 


Чи» 1—н)"—^ 


. | du 
n-ti 
Јо (17—10) 


удовлетворяють всфмъ предположеніямъ, сдфланнымь въ до- 
казанной MEMME относительно функцій Qm, Рт и Вт. BIDA- 
стве чего функщи 


Z T7 
y, 3 Г., соо 
будуть знаменателями тБхъ подходящихь дробей, которыя 


получаемъ, останавливаясь въ разложнніи (18) послБдова- 
тельно на 


J Û; {кс сч. 9:8: 

Не трудно опредЂлить постоянную, на которую умноженная, 
фувкція И, точно представить знаменателя я-ой подходящей 
дроби разложенія (17). Въ функціи 

И —=А(—и,п—^—и-1, 1—4) 


членъ, не зависящій отъ перемфнной у, равняется единиц; 
въ знаменатель же n-oŭ подходящей дроби разложенія (17) 
онъ равенъ произведетю 


— 109 — 


ИИА с | „l (n—u=-1) (n—àÀ— u1) 
УТ Eur m 


или, по формул® (39) $ 11, 


| 7 


— 


а. 


7 ——„Ё(—,п——А—ци.--1, اا‎ 


такъ что знаменатель 7-ой подходящей дроби есть 


1.2... (—nn—à— y+, 1-— му) __ 1.2.9.1 


д" = 
7, ~nt (—n,n—ì—u 1,1] —u,y) Тут" 


гдЪ Т, есть функція подобная функціямъ Лежандра, произ- 
водящая которой есть функція F(s,1—2y),(§21). 


СлБдовательпо, въ разложевія 


-аи=у ‘Е(1,1—0,2—А—р,у ) 


E ү шсш 


ТГ(1—)Г(1—-у), у—% 
1 
ть 55 b,b, 
И b bb. 
йб —0, —. 
Е biz ARA 
Y —b, „0а А еони 


1—2: 
при у==—-—, знаменатели подходящихъ дробей, которыя 


получаемт, останавливаясь послБдовательно на 
ly у— 6, у—$.—%,, б 


суть по очереди 


— 110 — 
О„==Ё(0,1-—Л—.,1—р,у)—1, 


1— Р 
= Е(—1,2——р„1—р,„у)== ПИЕ 
РН г. Чт d = s 
dy ° da ' 
мы mase 
ТА Жаки ы ды e 
м”. == : (I° 9 
а-г 


б Е —&--1) 
238 ) Г(20—А—1.--1)7(1—и) 


.F(—n,n— №44 ,1— u, y) 


S PE R: A 1.2...пТ, 
Fariz: = ы. ИШИП, 


Ду" Koala 


Положенія. 


1. Каждая функція, удовлетворяющая дифференціальному 
уравненію 


а?у Е dy я 
01—42) + -+ [Y — (2 + 8 + 15] as x = 0, 
есть конечная, сплошная и однозначная во вс®хъ точкахъ 
координатпой плоскости перемЗнной т, не лежащихъ на оси 
абециссъ. 

2, Гипергеометрическая функція F(a, 5, y, Z) есть фупк- 
ція конечная, сплошная и однозначпая во BCX точкахъ KO- 
ординатной плоскости перем®нной 2, не лежащихъ на пря- 
мой + 1... + со. 

3. РаздБленіе на три групы интеграловъ Куммера, осно- 
ванное на свойствахъ общихъ каждымъ двүмъ классамъ Яко- 
би, дозволяетъ надгляднве представить примЪнимость этихъ 
интеграловъ. 

4. Указанные Якоби, при интегрировами дифференщаль- 
наго уравненія 


d'y 
da’ 


2(1—2) = [y — (2 + 6 + 1)z] = — 281 = 0, 
девять возможныхъ случаевъ положительности или отрица- 
тельности аргументовъ %, В и ү можно распространить и на 
комлексныя значенія аргументовъ, удерживая за веществен- 
ными ихъ частями TÈ же предположения, которыя поставлены 
Якоби относительно вещесткенныхъ аргумептовт. 


5. Отношеше 


Савил), 
F(a, B, y, Z) ; 


не только для значеній 0, +1 и — 1, но и для вефхь mb- 
лыхъ значен1й чиселъ Ú, пи C, можеть быть разложено въ 
непрерывную дробь, стремящуюся въ предл къ этому OTHO- 
шенію для веъхъ точекъ координатной плоскости перем$н- 
ной Z, не лежащихъ на прямой -+ 1... + со и не обращаю- 
щихъ въ нуль фувкщи F(x, В, y, z). 


6. Знаменатели подходящихъ дробей разложенія гиперге- 
ометрической функціи F(1, В, ү, z!) въ непрерывную дробь 
суть функщи T,, подобныя функціямъ Лежандра, производя- 
щая которыхъ есть функція Fis, 1—2). 


стран. 6 стр. 19 вмљсто функцію должно быть функціи 
› 40 › 3 > سس‎ a › › сауа 
› 46 > 4иб > dt” > › du" 


Опечатки въ диссертаци 


[Герет gegen einander permutable Substitutionen ^. 


стран. 13 строка 8 и 18 вм®Бсто = (mod должно быть = ¿(mod 


> 37 › = (mod › = 0(mod 
› А Зд › x › (L 
7 Сб. СЕ › = (тод › = 2 (тоа 
y. О). э 7 › Q > ~ 
› э» 29 › о › P 


©) Leipzig. 1871. 


М © 
E >. 


ч 
< 


F 


ә 
„219 
1м 


a 


' 
و‎ 
rele 


=, 


‹ 

ип ~ 

Ат) 
« 


“NA 
A г 
АЁ; 


ن 
шк.‏ 


x i 
` 5 с 
> - с 
re k ` 
` ù + 
2 е2. 4 
n т< 5 * 
Ё $ = “ È ` 
$ * ; : к 
2 2 р i l: 
г т » 
$ л Ë $ М 
=. _ ` 2> 
„2 2 [ 
5 > 4: С н № 
. 3 - 4 » 
+ ç s - " i i 
Е А - É i _ А 
7 1 -< % 
, < `. > 
за ^ p3 >y 
> + , + ` 
r Е y 


